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IEVADS

Latvija izveidota matematikas padzilinatas maciSanas sistéma piedava plasas
un bagatigas iespéjas jaunieSiem izkopt savas spéjas. Pastav klatienes un neklatienes
apmaciba, ka ar1 klatienes un neklatienes sacensibas, kuras parbaudit sava darba
rezultatus. Dazadas formas atbilst dazadam skolénu psihologiskam ievirzém un
darba panémieniem.

Liela dala matematikas skolotaju ir labi informéti par Sim iespéjam un balstas
uz tam sava darba. Tomeér plasa dala pedagogu vél nepietiekami izmanto Sis
iespéjas.

Piedaloties minétaja apmaciba un sacensibas, skoléni iepazistas ar
matematikas fragmentiem, kas nepietiekami tiek atspoguloti oficialaja skolas
macibu programma. Tas attiecas gan uz faktu materialu, gan matematiskas
sprieanas metodém. Sada papildizglitiba ir |oti noderiga un vélama ne tikai tiem,
kas saistls savu dzivi ar eksaktajas zinatnés saknotam profesijam, bet ari visiem, kas
vélas k|at par domajosiem un pilnvértigiem sabiedribas locekliem.

Batiskas matematikas idejas var paradit skoléniem ar relativi vienkarsu
uzdevumu palidzibu, koncentréjoties nevis uz tehniski sarezgitam detalam, bet uz
spriedumu ,mezgla punktiem”. Tas prasa rupigu skolotaja sagatavosanas darbu,
kura vinam lielu palidzibu var sniegt 1pasi izstradati macibu lidzekli un paraugi.

Laba macibu lidzeklu sistéma ir Tpasi batiska skoléniem, kuru skolotaji dazadu
iemeslu dée| vai nu nevar, vai nevélas nodarboties ar padzilinatu apmacibu. Tados
gadijumos laba gramata (vienalga — papira vai elektroniska formata) uzcitiga skoléna
rokas ir varens ierocis sevis pilnveidosana.

BieZi vien skoléni ar olimpiazu uzdevumiem saskaras tikai reizi vai divas gada —
pirms skolas vai atklatas olimpiades, kad skolotajs risinasanai iedod LU A. Liepas
NMS sagatavotos iepriek$éja gada uzdevumus un atrisindjumus. Sie atrisindjumi
galvenokart ir rakstiti Joti konspektivi. Tie ir paredzéti skolotajiem, lai atvieglotu
uzdevumu skaidroSanu skoléniem. Tajos sniegtas 1sas norades risinasanai, pareiza
atbilde un — dazZreiz — raksturigakas skolénu kladas. Bez skolotaja palidzibas saprast
tik Tsi uzrakstitus risinajumus ir loti griti. Tacu nereti laika vai pieredzes trikuma dél
skolotaji uzdevumus nevis izskaidro, bet liek skoléniem paSiem lasit risinasanas
norades un censties saprast, ka tie risinami. Rezultata lielaka dala skolénu uzskata,
ka olimpiazu matematika prieks viniem ir parak sarezgita un to saprast var tikai
retais.

Tatad situaciju var raksturot $adi: lai skoléni attistitu matematisko domasanu,
viniem vairak vajadzétu risinat olimpiazu uzdevumus. Tacu skoléniem trakst
motivacijas to darit, jo dazadu iemeslu del no vinu puses pret Siem uzdevumiem ir
negativa attieksme un pastav uzskats, ka tie tiek sastaditi tikai Sauram skolénu
lokam.

Lai kliedetu tadu uzskatu, vajadzetu skolénus regulari trenét olimpiazu
uzdevumu risinasana. Svarigi ari radit labveligus apstaklus tam, lai vini trenétos
patstavigi, bez skolotaja palidzibas. To vienkarsi un efektivi var panakt, izveidojot
macibu materialu, kas satur skoléniem vieglak saprotamus piemérus no dazadam
olimpiadém, kuru risinasanas gaita ir paskaidrota skoléniem saprotama valoda.



Kops 1986. gada tiek rikotas olimpiades Baltijas valstu galvaspilsétu pirmo
gimnaziju skoléniem. Skoléni sacensas matematika, fizika, kimija un informatika. No
katras skolas katra macibu priekSmeta sacensas divi skoléni katra vidusskolas klasu
grupa. Olimpiades notiek reizi gada parmainus viena no trim minétajam skolam.
Uzdevumus sastada ta valsts, kura attiecigaja gada norisinas olimpiade. Katra skola
uzdevumus sastada atbilstoSi vinu pasu tradicijam, un tas sava starpa ievérojami
atskiras.

Vilnas un Tallinas 1. gimnazijas, atskiriba no Rigas Valsts 1. gimnazijas, uzsvars
nav likts uz matematikas macidanu. Sajas skolas ir citas prioritates. Tapéc ari gados,
kad olimpiades notiek Riga, matematikas uzdevumi atskiras no tiem, kadi Latvija tiek
risinati Republikas un Atklatajas matematikas olimpiadés, jo tiek nemtas véra
matematikas macisanas Ipatnibas kaiminvalstis. Tadél uzdevumi tiek veidoti ta, ka
nav nepiecieSama dzilu matematikas faktu zinasana, bet drizak tiek parbaudita
skolénu spéja veidot logiskus spriedumus un sava starpa saistit vienkarsus
matematikas likumus, ka arT tos pielietot dazadas situacijas. Ari gritibas pakape nav
Tpasi augsta.

Sadi uzdevumi der matematiskas domaganas attistisanai ari tadiem skoléniem,
kas iepriek$ nav daudz saskarusies ar olimpiazu uzdevumiem un kas matematiku
skola apgust tikai pamatkursa limeni, nevis padzilinati. TieSi tadé] minétie uzdevumi
ir piemeéroti labi saprotama macibu materiala izveidei ari tadiem skoléniem, kas
matematiku neapgust padzilinati.

Parasti uzdevumi tiek izveléti ta, lai tie aptvertu visas svarigakas nozares:
algebru, geometriju, skaitlu teoriju, kombinatoriku un algoritmiku. Tiek iek|auti
uzdevumi ,pieradit!”, ,vai tiesa, ka...?”, ,aprékinat!” utt. Ir gan uzdevumi, kuru
atrisinajumi balstas uz labi zinamam teorémam, gan ari tadi uzdevumi, kuru
risinasana var izmantot metodes, kas skolas kursa netiek apskatitas.

Macibu lidzekli atrodami Riga notikuSo Rigas, Tallinas un Vilnas 1. gimnaziju
olimpiazu uzdevumi matematika un to atrisinajumi.

Uzdevumu atrisinajumi ir rakstiti ta, lai péc iespéjas tiktu sniegtas atbildes uz
jebkuru jautdjumu, kas risinasanas procesa varétu rasties. Sada sika uzdevuma
atrisinajuma pierakstiSana ir svariga, lai skolénam iemacitu, ka katra darbiba ir
japamato (biezi vien olimpiadés skoléni punktus zaudé tadél, ka ir uzrakstits tikai
gala rezultats, bet trdkst risinajuma vai pamatojuma). Dalai uzdevumu macibu
lidzeklt ir sniegti vairaki atskirigi risinajumu veidi. Tas skoléniem maca, ka
uzdevumiem nav viena vieniga ,pareiza risinajuma”, un mudina vinus meklét citus
veidus, ka atrisinat tos pasSus uzdevumus. Art matematika, tapat ka dzive, ir dazadi,
reizém |oti atskirigi celi, ka nonakt lidz patiesibai.

Autori



UzDEVUMI

1988. gads
9. klase

1. uzdevums
Dots, ka m un n — naturali skaitli, m+1 dalas ar n un n+1 dalas ar m. Aprékinat
m un n.

2. uzdevums
Dots,kaa + b = c + d un ab = cd. Pieradit, ka
(a—c)(a—d)?+(b-c)*(b—d)?*=0.

3. uzdevums
Cetrstari ievilktas rinka linijas centrs atrodas diagonalu krustpunkta. Pieradit, ka
Cetrstaris ir rombs.

4. uzdevums

Plakné doti 1988 punkti. No tiem nekadi 3 neatrodas uz vienas taisnes. Aplikosim
punktus, kuru attalumu summa lidz dotajiem 1988 punktiem ir vismazaka
iespéjama. Pieradit, ka tads punkts ir viens vienigs.

5. uzdevums

Vai ir iespéjams aizpildit kvadratveida tabulu, kas sastav no 1988x1988 ritinam, ar
skaitliem ta, ka ne visi skaitli ir nulles, savukart jebkuras rindas, kolonnas un
diagonales skaitlu summa ir nulle? (Par diagonalém tiek uzskatitas arl mazas
diagonales, t.i. diagonale — jebkura ratinu rinda, kura ir paraléla galvenajai
diagonalei, tai skaita viena stdra ratina art ir diagonale).

10. klase

1. uzdevums
Atrisinat vienadojumu sistemu

1+x* =2y
1+y?=2x

2. uzdevums
Trijstlra divas medianas ir vienadas. Pieradit, ka tas ir vienadsanu trijstaris.

3. uzdevums

3

Atrisinat vienadojumu 1 + sin3 x + cos® x = E sin2x .



4. uzdevums
Diviem vienadiem regulariem 100-sturiem katram ir izceltas 19 virsotnes. Pieradit,
ka tos iespéjams uzlikt vienu uz otra ta, lai izceltas virsotnes sakristu ne vairak ka
trijas vietas.

5. uzdevums
Vai iespéjams skaitli1 -3 -5-...- 1987 - 1989 izteikt ka divu veselu skait/u kvadratu
summu?

11. klase

1. uzdevums
Atrisinat vienadojumu x* + x> —2x + 1 = 0.

2. uzdevums
Trijstdri augstumu garumu summa ir vienada ar medianu garumu summu. Pieradit,
ka tas ir regulars trijstaris.

3. uzdevums

Polinomam P(x) ir spéka identitate: P(x%> + 1) = (P(x))2 + 1; bez tam P(0) = 0.
Atrast P(x).

4. uzdevums
Izliektam daudzskaldnim katra virsotné sanak kopa 4 Skautnes. Pieradit, ka uz
malam var izvietot bultas, kuras parvéers skautnes vektoros ta, ka visu ieguto vektoru

i
summa bis 0.

5. uzdevums
Regulara trijsttri ar malas garumu 5 izvietots 101 punkts. Pieradit, ka no Siem
punktiem atradisies 5 tadi punkti, kurus var nosegt ar apli, kura radiuss ir 0,58.

1991. gads
10. klase

1. uzdevums

Dotas 4 taisnes. Nekadas divas no tam nav paralélas viena otrai. Nav tada punkta,
caur kuru ietu 3 no Sim taisném. Vai var visos taiSnu krustpunktos ierakstit pa
skaitlim t3, lai uz katras taisnes veidotos aritmétiska progresija un lai visi ierakstitie
skaitli batu dazadi?

2. uzdevums

Ciparnica ar fosforizéjoSiem punktiem sadalita 60 vienadas dalas, 19 no Siem
punktiem tiek nonemti nost. Pieradit, ka no palikusajiem punktiem tris punkti ir
regulara trijstlra virsotnes.



3. uzdevums
Pieradit, ka 2r < R, kur r — trijstart ievilktas rinka linijas radiuss, bet R — ap trijstari
apvilktas rinka Iinijas radiuss.

4. uzdevums
Vai vienadiba 9111 + 10111 = 1299 + 1 ir patiesa?

5. uzdevums
Daudzstlira diagonali sauc par labu, ja kaut viens tas punkts atrodas daudzstira
iekSpuseé. Vai eksisté astonstaris, kuram ir tiesi 5 labas diagonales?

11. klase

1.uzdevums
Nevienam no vienadojumiem x? + pix+q;, =0, i =1; 2; 3, nav realu saknu.
Pieradit, ka vienadojumam, ko iegust, tos saskaitot, ari nav realu saknu.

2. uzdevums

Plakné atrodas seSas taisnes. Starp tam nav divu paralélu. Nekadas tris no Sim
taisném neiet caur vienu punktu. Kadam daudzstirim visas malas pilniba atrodas uz
Sim taisném. Kads ir lielakais iespéjamais st daudzstira malu skaits?

3. uzdevums
Figlras M laukumu apzimésim ar [M]. lzliekta ¢etrstlira ABCD diagonales krustojas
punkta O. Pieradtt, ka

JIABCD] = \/[ABO] + /[CDO)].

4. uzdevums
Dots naturals skaitlis n. Vai skaitlis n? + 1 var bat pierakstams ar tiesi 10 dazadiem
cipariem?

5. uzdevums

Plakne sadalita vienadas kvadratiskas ratinas ka ratinu lapa. Vai var dazas rutinas
novietot pa damai ta, lai tas viena otru neapdraudétu un katra vertikalé un katra
horizontalé butu tiesi viena dama?

12. klase

1. uzdevums
Atrisinat vienadojumu
sin(cosx)=1.



2. uzdevums

ValUtas mainas punkts ,Blédis” maina 1 dolaru pret 4 vacu markam, bet mainas
punkts ,,Mafija” — 3 vacu markas pret 2 dolariem. Kadam cilvékam ir 1 dolars un 3
vacu markas. Vai vin$ ar So mainas punktu palidzibu var panakt, ka vinam dolaru ir
tikpat, cik vacu marku?

3. uzdevums

Rinka Inijas w; un w,, ka arm w, un ws krustojas, tacu rinka linijas w; un ws
nekrustojas. Taisne, kas iet caur w; un w; krustpunktiem, un taisne, kas iet caur w;
un ws krustpunktiem, krustojas punkta S. Pieradit, ka pieskare, kas vilkta no punkta
S pret w;, ir tikpat gara ka pieskare, kas vilkta no S pret ws.

4. uzdevums
Skaitlis A ir 1991-cipara skaitlis, kas dalas ar 9. Skaitla A ciparu summa ir B, savukart
B ciparu summa ir C. Aprekinat skaitJa C ciparu summu.

5. uzdevums

Vai plakné var uzradit tadu nogrieznu sistému (nogrieznt ieskaitit arT galapunktus),
ka katrs plaknes punkts pieder tieSi diviem nogriezniem? (Viens punkts nav
nogrieznis.)

1995. gads
10. klase

1. uzdevums

Doti 1995 akmeni, kas sver attiecigi 1 kg, 2 kg, ..., 1995 kg. Vai tos var sadalit tris
kaudzes ta, lai visas kaudzés butu gan vienads akmenu skaits, gan vienada kopé€ja
masa? Akmenus skaldit nedrikst.

2. uzdevums
Kadu lielako daudzumu skaitlu var izveléties no kopas {1; 2; 3; ...; 100} t3, lai nekadu
divu izveléto skaitlu summa nedalitos ar 5?

3. uzdevums
Vai izliekta daudzstiri var bt 3 malas, kas garakas par visam diagonalem? Bet divas
$adas malas?

4. uzdevums
Dots, ka0 < x,y,z < 1.Pieradit,kax? +y? +z? —xy —xz—yz< 1.

5. uzdevums

Dots, ka ABC — vienadmalu trijstaris, R — malas BC iek$éjs punkts. Stars AR krusto ap
1 1

1
ABC apvilkto rinka liniju punkta P. Pieradit, ka — + —=—.
PB PC PR



11. klase

1. uzdevums
Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu 8™ — 3" = 1.

2. uzdevums

Izliekta CetrstGri ABCD punkti M un N ir attiecigi malu BC un AD viduspunkti;
AB = CD. Pieradit: ja taisne MN krusto taisnes AB un CD, tad MN veido ar AB un CD
vienadus lenkus.

3. uzdevums

Naturalu skaitli sauc par sevisku, ja to var izsacit forma n?+1, n=1; 2; 3... . (Tatad
seviski ir, pieméram, skaitli 2; 5; 10; ... .)

Pieradit, ka eksisté bezgaligi daudz tadu seviSku skaitlu, kurus var izsacit ka divu
sevisku skaitlu reizinajumu.

4.uzdevums
Katrs plaknes punkts nokrasots balta vai melna krasa. Pieradit, ka eksisté tads AABC,

ka punkti A, B un C nokrasoti vienadi, AB=1, XA =30" un XC=90".

5. uzdevums
Dots,ka —1 < a,b,c,d,e<1luna®+b3+c3+d3+e3=1.
Pieradit, ka a+b+c+d+e < 3.

12. klase

1. uzdevums
Dots, ka a, b, ¢ — pozitivi skaitli. Pieradit, ka
ab ac bc a+b+c

+ + <
a+b a+c b+c 2

2. uzdevums
Dots, ka a, B, y - Saurlenku trijstura lenki. Pieradit, ka
sina + sinf + siny = sin 2a + sin 2P + sin 2y .

3. uzdevums

Do k 1—_1+_—_1+ —_1 +—=- — naturali skaitli
t, e ] ] t t-
S, Ka 2 3 7 P, q aturall skaltfi

Pieradit, ka p dalas ar 101 .
4. uzdevums

Vai eksisté daudzskaldnis ar 8 virsotném A, B, C, D, E, F, G, H, kura skautnu kopa ir
{AB, BD, DG, GF, FE, EH, HC, EG, FH, AC, BC, AD } ?

10



5. uzdevums

Uz tafeles uzrakstiti skaitli 3 un 4. Ja uz tafeles jau atrodas skaitli a un b, tad uz tas
var vél uzrakstit skaitli ab — a — b + 2 (skait]i a un b netiek nodzésti ).

Vai, atkartojot Sadus gajienus, var panakt, lai uz tafeles paraditos skaitlis
199419951996 ?

1998. gads
10. klase

1. uzdevums
Vienadiba yx + y? = 14 samainit divus simbolus vietam ta, lai ta klatu patiesa
vértitbam x = 3, y = 2. Pietiek paradit vienu veidu, ka to izdarit.

2. uzdevums
Ziméjuma (1. att.) noraditi trijstdra triju dalu laukumi.
Aprekinat ceturtas dalas laukumu.

3. uzdevums
Pieradit, ka skaitlis 11 -29™ + 1 ir salikts skaitlis jebkuram 1. att.
naturalam skaitlim n.

4. uzdevums

Vienadojumam x% + px+q =0 ir saknes x; un x; bet vienadojumam
x% 4 ax + b = 0 ir saknes X, un x3 (skaitli x1, xo un x3 ir dazadi). Izteikt x4, X, un xz ar
p, g, a un b, neizmantojot kvadratsaknes zimi.

5. uzdevums

Uz galda stav 1998 konfektes. Divi spéles dalibnieki parmainus nem 1, 2 vai 3
konfektes; pie tam nedrikst nemt tikpat konfeksu, cik iepriek$éja gajiena panémis
pretinieks. Zaudé tas, kur$ nevar izdarit gajienu. Kur$ spélétajs uzvar, pareizi
spélejot?

11. klase

1. uzdevums
Pozitivi skaitli x, y un z Saja kartiba veido aritmétisko progresiju. Tas pats attiecas uz
skaitliem X, y2 un z°. Pieradtt, ka skaitli X, y3 un 2> ari veido aritmétisko progresiju.

N
2. uzdevums
Dots, ka ABCD — paralelograms, bet trijstlri ABM
un BCN - regulari (skatit 2. att.). Pieradit, ka
trijstdris MND — regulars.

2. att.

11



3. uzdevums
Vai iespéjams atrast tadus 3 atskirigus nenulles ciparus, lai visi no tiem sastaditie
trisciparu skaitli batu pirmskaitli?

4. uzdevums
Kvadrats sastav no nxn ratinam. Katru ratinu nokraso baltu vai sarkanu. Pie tam
katrs 2x2 ratinu kvadrats satur tiesSi 3 vienadi nokrasotas rutinas. Cik ir dazadu sadu
krasojumu?

5. uzdevums

Ir 10 péc izskata vienadas monétas. Devinam no tam masas ir vienadas, bet
desmitajai — atSkiriga. Ka ar divu svérsanu palidzibu uz sviras svariem bez atsvariem
var noteikt, vai atSkiriga monéta ir vieglaka vai smagaka? (PaSu atSkirigo monétu
atrast nav prasits.)

12. klase

1. uzdevums
Kadas vértibas var pienemt izteiksme sinx — cosx, ja x — patvaligs reals skaitlis?

2. uzdevums

Kuba Skautnes garums ir 1. Kubs ortogonali projicéjas uz plakni un uz asi, kas
perpendikulara Sai plaknei. Pieradit, ka abu projekciju skaitliskas vértibas ir
vienadas.

3. uzdevums
Atrast kadu tadu veselu pozitivu skaitli n, ka katrs no skaitliem n, 2n, 3n, 4n, 5n ir
naturala skaitla vesela pakape ar pakapes raditaju, kas lielaks neka 1.

4. uzdevums

a b c 1
Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b, c ir spéka nevienadiba . . <-.
a+b b+c c+a 8

5. uzdevums
Vai iespéjams uzbuvet bezgaligi daudzas bezgaligas aritmétiskas progresijas, kas
sastav no naturaliem skaitliem, ta, lai vienlaicigi izpilditos sadi nosacijumi:

a) nekadam divam progresijam diferences nesakrit;

b) katrs naturals skaitlis pieder tiesi vienai no Sim progresijam?

12



2001. gads
10. klase

1. uzdevums
Izteiksmé

x2x(x+ D2 x(x+2)2x(x+3)2*(x+4)%«(x+5)2%*(x+6)% * (x + 7)?
zvaigznisu vieta ievietot ,,+” un ,-” zZimes t3, lai izteiksmes vértiba bitu 0 visiem x.

2. uzdevums
Pa rinka liniju uzrakstiti 7 reali skaitli, kuru summa ir 7. Pieradit, ka var atrast Cetrus
péc kartas izrakstitus skaitlus, kuru summa ir vismaz 4.

3. uzdevums

Saurlenku trijstari ievilkta rinka Iinija ortogonali projicéta uz visam trijstira malam.
Pieradit, ka triju ieglto projekciju nogrieznu sesi galapunkti atrodas uz vienas rinka
[Tnijas.

4. uzdevums
Kadiem naturaliem n skaitlis (2n + 1)(6n + 5) ir vesela skaitla kvadrats?

5. uzdevums
Pagraba, kas sastav no 11 telpam (skat. 3. att.), slépjas noziedznieks.

O O 00000300 o
3. att.
Policija katru dienu parmeklé vienu telpu un naktl aiziet majas atpusties.
Noziedznieks katru nakti pariet uz vienu no telpam, kas atrodas blakus vina
iepriek$éjai apmesanas vietai. Ka policija var notvert noziedznieku?

11. klase

1. uzdevums
Dots, ka 5a+4b dalas ar 7 un ari 4a+3b dalas ar 7. Pieradtit, ka ab dalas ar 49.

2. uzdevums

Sapulces sakuma katrs no 10 dalibniekiem sarokojas ar daziem citiem. Vai var
gadities, ka cilveku daudzumi, ar  kuriem vini sarokojas, ir
9:9;9:;8;8;, 8, 7; 6; 4; 4?

3. uzdevums

Desmit punkti sadala rinka liniju ar radiusu R 10 vienadas dalas. Zinams, ka A; B; C; D
ir Cetri péc kartas nemti no Siem punktiem. Pieradit, ka AD — BC = R.
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4. uzdevums
aitay+--+an

Dots, ka aq;a,;..;a, un by;b,;..; b, ir pozitivi skaitli. Vai dala
1, a2 n 1,02 n I P ! Ry by +tb,

ap az an

var but lielaka par visam dalam—; —; ...;—7?
b1" by by

5. uzdevums

Viena kaudzé ir m konfektes, otra — n konfektes. Divi spélétaji pamisus izdara
gajienus. Ar vienu gajienu tiek pilntba apésta viena kaudze, bet otra kaudze tiek
sadalita divas (konfektes lauzt nedrikst). Kas nevar izdarit gajienu, zaudé. Kurs
spéelétajs uzvar, pareizi speléjot?

12. klase

1. uzdevums
Kadiem realiem parametriem a nevienadiba x? + y? + z? > a(xy + yz) ir patiesa
visam realam x, y, z vértibam?

2. uzdevums

Koordinatu plakné konstruéja funkcijas y = cos? x grafiku. Ar A apziméja punktu (0;
1). Katram grafika punktam P piekarto punktu P; ta, ka P ir nogriezna AP;
viduspunkts (punktam A piekarto vinu pasu). Kadas funkcijas grafiku veido visi sadi
iegutie punkti P,?

3. uzdevums

Uz tafeles uzrakstiti skaitli 1; 2; 4; 8;...;2"~1; 2" . Ar vienu gajienu atlauts nodzést
divus uz tafeles esoSus skaitlus un uzrakstit nodzésto skaitlu starpibas absollto
vértibu. Ta turpina, kamér uz tafeles paliek viens skaitlis. Kads tas var but?

4. uzdevums
Dots, ka IMON=120°. Regulars trijstiris ABC ar malas garumu 1 novietots ta, ka

virsotne A pieder staram OM, virsotne B — staram ON, bet virsotne C atrodas <MON
iekSpusé. Pieradit, ka visas iespéjamas punkta C pozicijas atrodas uz vienas taisnes.

5. uzdevums
Vai var izveléties 2001 pec kartas esosu naturalu skaitli ta, lai tieSi 17 no izveélétajiem
bltu pirmskaitli?

2004. gads
10. klase

1. uzdevums
Uz tafeles uzrakstits kvadrattrinoms x? + px + q. Divi spélétdji pamisus maina
par 1 vai nu p, vai q; pie tam aizliegts talit péc pretinieka gajiena izdarit tam pretéjo
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gajienu, t.i., divi viens otram sekojosi gajieni nevar butp > p—1unp — p + 1 vai
q > q—1un g — g+ 1. Vai pirmais spélétajs noteikti var panakt, lai uz tafeles
kadreiz paraditos kvadrattrinoms, kuram ir realas saknes? (Visi koeficienti ir reali
skaitli.)

2. uzdevums
Dots, ka x2 + y2, x3 + y3 un x* + y* ir racionali skaiti. Pieradit, ka x + y un xy ari
ir racionali skaiti.

3. uzdevums

Dots, ka ABC — regulars trijstaris, M — ta centrs, P — iek$éjs punkts, kas atSkiras no M,
V — MP viduspunkts. Zinams, ka MP nav ne paraléls, ne perpendikulars nevienai no
AABC malam. Caur P novilkti tris nogriezni, kas paraléli ABC malam; So nogrieznu
galapunkti atrodas uz ABC kontira. Pieradit, ka So nogrieznu viduspunkti veido
regularu trijstlri ar centru V.

4. uzdevums

Uz gara taisna galda vienas malas novietotas 17 zelta monétas; tam visam ir dazadas
vértibas. Pieradiet, ka var vienu reizi noiet gar galdu (ieSanas virzienu var izvéléties)
un panemt 5 monétas ta, ka katra panemta monéta, sakot ar otro, ir vértigaka par
iepriek$éjo panemto monétu.

5. uzdevums
Pienemsim, ka x un y — veseli pozitivi skaitli. Pieradit, ka 5* +5” ir izsakams ka
divu veselu skaitlu kvadratu summa tad un tikai tad, ja (x — y) ir para skaitlis.

11. klase

1. uzdevums

Atrisinat vienadojumu vVx2 — 1 = xvVx —Vx —1

2. uzdevums
Dots,kaa>0,b>0,c>0unab+ bc+ca=1.
1 1 bc ca

Lo 1 ab
Pieradiet, ka + + =>+V3+ + + .
a+b b+c c+a a+b b+c c+a

3. uzdevums
Dots, ka p; < py < *++ < p3g < P31 — pirmskaitli un pf + p3 + --- + p3; dalas ar 30.
Pieradit, ka tris no Siem pirmskaitliem ir viens otram sekojosi pirmskaitli.

4. uzdevums

Divas rinka linijas ar dazadiem radiusiem krustojas punktos A un B. Pirmas rinka
[Tnijas pieskare punkta A un otras rinka linijas pieskare punkta B krustojas punkta P.
Pieradiet: abas rinka linijas no punkta P redzamas vienados lenkos.
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5. uzdevums

Regulara n-stlira virsotnés atrodas k sienazi (k>n). Katru sekundi kaut kadi divi
sienazi, kas atrodas viena virsotné, aizlec uz dazadam kaiminu virsotném. Péc x
sekundém izradijas, ka katra virsotné ir tikpat sienazu, cik tur bija sakuma. Pieradit,
ka x dalas ar n.

12. klase

1. uzdevums
Noskaidrojiet, cik dazadu realu saknu ir vienddojumam x3 — 3x = a atkariba no
reala parametra a.

2. uzdevums
Vai vienadojumam x2 + xy = y? + 1 ir bezgaligi daudz atrisinajumu naturalos
skait|os?

3. uzdevums
Dots, ka ABC - regulars trijstiris, bet P — tads punkts, ka <XAPC = 30°,
IABPA = 40°, XABP > 90° . Aprékinat <PBC.

4. uzdevums
Definéjam a; =« € R un a, ;1 = 4a,(1 — a,) pien =1;2;3;.... Cik dazZadam «
vértibam pastav vienadiba a;gp4 = 07?

5. uzdevums

Aplikojam visas virknes garuma 6, kas izveidotas no nullém un vieniniekiem (tai
skaita ari virknes 000000 un 111111). Pieradit, ka seSas virknes var pasludinat par
izcilam, lai izpilditos sekojoSais: katrai virknei a var atrast tadu izcilu virkni, kas
atskiras no a tiesi tris pozicijas.

2007. gads
10. klase

1. uzdevums

ledomasimies, ka izteiksmé (x3 — 7x + 6)% - (x? + 4x + 3)3 atvértas iekavas un
savilkti lldzigie locekli. Aprékinat:

1) ieglta polinoma koeficientu summu;

2) to koeficientu summu, kas ir pie para pakapém.

2. uzdevums

Skaitlis n ir naturals, n>2. To dala ar atlikumu ar 1,2,...,n — 1. Visu atlikumu
summa ir n. Aprékinat skaitli n.
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3. uzdevums

Dota trapece ABCD. Uz tas sanu malam
atrodas punkti M un N (skat. 4. att.). Zinams,
ka <KMAN=<(MDN. M N
Pieradit, ka <XMBN=<(MCN.

4. uzdevums

Kvadrats sastav. no 5x5  vienadam 4. att.
kvadratiskam rdatinam. No tam 16 ir

nokrasotas. Pieradit, ka eksisté tads 2x2 ratinas liels kvadrats, kura ir nokrasotas
vismaz 3 rutinas.

5. uzdevums

Ir n naturalu skaitlu virkne. Ar vienu gajienu atlauts izvéléties jebkuru skaitli, kas
neatrodas pasa labaja gala, un aizstat to ar skaitlu summu, kas atrodas pa labi no $1
skaitla. Pieradit: ja gajienus izpilda neierobezoti ilgi, tad kada no iegitajam virkném
sakritis ar iepriekséjo.

11. klase

1. uzdevums
Kadiem naturaliem skaitliem m un n izpildas sekojosais: ja m<x<n un

1 1
m<y<ntadm<—+—-<n?
x Yy

2. uzdevums
Devinciparu naturala skaitla n ciparu summa
ir 3. Kada var bat n® ciparu summa? M

3. uzdevums

Divas rinka lnijas ievilktas lenki. Punkti M un Y
N ir pieskarsanas punkti (skat. 5. att.) Pieradt,
ka NX=MY.

5. att.

4. uzdevums

Pa rinka Iniju izrakstiti 50 veseli skaitli, kuru summa ir 1. Virkni, kas sastav no viena
vai vairakiem péc kartas uzrakstitiem skaitliem (ne vairak ka 50), sauc par labu, ja tas
visu loceklu summa ir pozitiva. Cik var bat labu virknu? Virknes apskata
pulkstenraditaja kustibas virziena.

5. uzdevums

Naturalu skaitlu komplekta a;, a,, ... , a, dazi skaitli, iespéjams, ir vienadi sava
starpa. Katram naturalam skaitlim k ar by apzimeé tadu komplekta skaitlu daudzumu,
kuri nav mazaki par k. Pieradit, ka by + b, + b3 + - =a; +a, + -+ a,.
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12. klase

1. uzdevums
Dots, ka x + y = x? + y2. Pieradit, ka x +y < 2.

2. uzdevums
Atrisinat naturalos skait]os vienadojumu x3 — 7y3 — 4923 = 0.

3. uzdevums
Cetrstaris ABCD ir ievilkts rinka Iinija. Ir speka sakariba AB:BC=AD:DC, K — diagonales
AC viduspunkts. Stars BK krusto rinka liniju punkta M. Japierada: AM=CD.

4. uzdevums

Kvadrats sastav no nxn (n = 2) vienadam kvadratiskam ratinam. DaZas ratinas ir
nokrasotas. Sauksim nokrasotu ratinu par Tpasu, ja ta ir vai nu vieniga nokrasota
sava rinda vai kolonna, vai ari vieniga nokrasota gan sava rinda, gan kolonna. Kads ir
lielakais iesp&jamais 1paso ratinu skaits?

5. uzdevums

Funkcijas f(x) un g(x) ir visur definétas un tam eksisté atvasinajumi. Visiem x
izpildas f g + 3fg = 0.Zinams, ka f(1) = £(2007) = 1.

Pieradit, ka g(2007) = g(1).
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ATRISINAJUMI

1988. gads
9. klase

1. uzdevums

Jam+1dalas arn, tad m+1>=2n jeb m=n—-1. Ja n+ 1dalas ar m, tad
n+1>=m. Esam ieguvusi, kan—1<m <n+ 1. Tas nozimg¢, ka m =n —1 vai
m=mn,vaiarim =n+ 1.

Ja m =n, tad skaitlis n+ 1 dalas ar n. Pierakstisim 3o skaitli sada forma:
n+1=An,A € N. Ar ekvivalentiem parveidojumiem iegusim, ka n(4A—1) = 1.
Ta ka n ir naturals skaitlis un A — 1 — vesels skaitlis, tad vienigas veértibas, kas
apmierina $adu vienadojumu, irmn =1un A —1 = 1; A = 2. Viegli parliecinaties, ka
ar véertibam m = n = 1 uzdevuma prasitais izpildas.

Jam=n+1, tad skaitim m + 1 = n + 2 jadalas ar n. Tada gadijuma n + 2 var
pierakstit ka n+2=Bn;B€N. No Sis sakaribas varam ieglstam, ka
n(B—1)=2. Ta ka n ir naturals, bet B—1 — vesels skaitlis, tad vienigas
pielaujamas n vertibas ir 1 un 2. Attiecigi m vértibas ir 2 un 3. Varam parbaudit $is
vértibas un parliecinaties, ka tas der ka uzdevuma atrisinajums.

Jam =n — 1, rikojamies lidzigi ka ieprieks. Saja gadijuma ieglsim vértibas m = 1,
n=2unm=2,n=3.

2. uzdevums

leviesisim $adus apziméjumus:a+b =c+d =a unab =cd = .

Apskatisim kvadratvienadojumu x? — ax + § = 0. S vienadojuma saknes ir skait|i a
un b, ka art c un d. Ta ka apskatitajam vienadojumam ir divas saknes, tad a = c un
b=dvaia=dunb =c.
Jaa=cunb=d,tada—c=0unb —d =0, tatad an

(a—c)?(@a—ad)*+ (b —c)*(b—-d)?=0.

Jaa=dunb =c,tada—d = 0unb —c = 0. Arl $aja gadijuma
(a—c)(a—ad)?+(b-c)*Bb-d)?*=0.

3. uzdevums

Dota Cetrstlira malas ir pieskares taja ievilktajai rinka linijai. Ja ST Cetrstlira diagonale
iet caur ievilktas rinka linijas centru, tad ta sadala attiecigos Cetrstlira virsotnu
lenkus uz pusém. Aplukosim ¢etrstlri ABCD, kuram izpildas uzdevuma dotais.
Novelkam diagonali AC. leglistam, ka XDAC = XBAC un XDCA = XBCA . Trijstari
ACD un ACB ir vienadi (Iml), tapéc AD=AB un CD=CB.

Novelkot diagonali BD un veicot lidzigus spriedumus, iegusim, ka BA=BC un DA=DC.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka visas Cetrstlra malas ir vienadi garas, tatad Cetrstiris
ir rombs.
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4. uzdevums

Apzimésim dotos 1988 punktus ar Py, P,, P3, ... , Piggg un pienemsim no pret€ja, ka
izteiksmes XP; + XP, + XP;3 ...+ XPj9gg mazaka vertiba tiek sasniegta vismaz
divos gadijumos: ja X ir X; un ja X ir X,. Apzimésim nogriezna X; X, viduspunktu ar
V' un pieradisim, ka VP; + VP, + -+ + VPiggg < X1P; + X1P, + -+ X{P1ogg. Ta
bds pretruna ar X; izvéli (izradas, ka pie X = X; netiek sasniegta summas mazaka
vértiba, jo pie X =V summa ir vél mazaka). Tatad pienémums nepareizs, un
uzdevums bus atrisinats.

Vismaz viens no punktiem Py, Py, ... , Piggg (apzimésim to ar P) neatrodas uz taisnes
X1X5. Papildinam  trijstari X PX, lidz
paralelogramam PX,QX,; ta diagonalu X1

krustpunkts ir V. Tad 2VP = PQ < PX; + QX; =
PX1 + PXz, tatad

1
VP < 2 (X1P + X,P) (%)
Ja punkts P ir nogriezna X;X, iekSéjs punkts,
nevienadiba (*) ir acimredzama. Ja punkts P

atrodas uz taisnes X;X,, bet nav nogriezna X; X,

. ves - .. o 6. att. X5
iekséjs punkts, tad acimredzami ir speka

1
VP =E(X1P+X2P) (%)
Tatad katram i, 1 < i < 1988, pastav nevienadiba
1
VP, SE(X1P1' + X, P;) (#xx),

turklat vismaz vienam /i ta ir stipra. Saskaitot (**x) pie i =1;2;3;...;1988,
iegustam

1
VPl + VP2 + cee + VP1988 < E ((le + b + X1P1988) + (XZPI + cee + XP1988))'

Ta ka saskana ar musu pienémumu X{P; + -+ + X {Piogg = XoP; + - + X3 P19gs,
tad SekO, ka VP1 + VPZ + -+ VP1988 < X1P1 + X1P2 + -+ X1P1988I kb]

5. uzdevums

Apskatisim sadu kvadratu, kas sastav no 4x4 rttinam:

0 1 |-1] 0

-1, 0 0 1

1 0 0 |-1 7.att.

0 |-1] 1 0

Saja tabula katras rindas, katras kolonnas un katras diagonales loceklu summa ir
nulle. Sadu fragmentu ievietojot 1988x1988 ritinas lielaja kvadrata un paréjas
ratinas sarakstot nulles, ieglisim uzdevuma prasito situaciju.
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10. klase

1. uzdevums

Saskaitot abus vienadojumus, iegisim x?—2x+1+y%2—2y+1=0. Sis
vienadojums ekvivalents vienadojumam (x — 1)? + (y — 1)? = 0. Ta ka izteiksmes
(x—1)> un (y—1)> ir nenegativas, bet to summa ir 0, tad
(x—1)2?=(y—1)2>=0.Tapécx =1uny = 1.

2. uzdevums

Uzzimeésim trijstari ABC, kura medianas AE un CD ir vienadi garas. Punkti D un E ir
B attiecigi malu AB un BC viduspunkti, tapéc DE ir

trijstdra viduslinija; tatad DE||AC. Tas nozimé, ka

XEAC = XAED un XDCA = XCDE. Lenki DOE un

D E COA ir vienadi ka krustlenki. Tatad trijstiri DEO un

CAO ir Ihdzigii Ta ka DE:CA=1:2, tad an

O DO:CO=EO0:A0=1:2. No ta izriet, ka DO=EO un AO=CO.

A ¢ Apskatisim trijstdrus AOD un COE. Lenki DOA un EOA
8. att. ir vienadi. Lidz ar to pasi trijstari ir vienadi (mIm). No

ta seko, ka AD=CE. Ta ka CD un AE — medianas, tad
DB=AD=CE=EB un AB=CB, tatad trijstlris ABC ir vienadsanu.

3. uzdevums

Parveidosim doto vienadojumu:
3 1 cind 3 3
1° + sin® x + cos” x =§-251nx © COS X
13 +sin®x + cos®x —3-1-sinx -cosx =0
(1 + sinx + cosx)(1% + sin?x + cos?x — 1 -sinx — 1 - cosx — sinx - cosx) = 0

No ieguta vienadojuma seko, ka
1+ sinx+ cosx =0 vai
12 + sin?x+cos?x—1-sinx—1-cosx —sinx-cosx =0

Jal+sinx +cosx =0, tad

_ V2
sinx + cosx = —1 |-7
VI V2
S sinx +—-cosx = ——
R S
sin7sinx + cos -cosx = ——
T V2
cos(x—Z)——7
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_3m
= +—+21n

w

4
yi4
T+21tn,n eEZ
Ja 12 +sin®x 4+ cos?x —1-sinx —1-cosx — sinx - cosx = 0, tad
1+1—sinx—cosx—sinx:-cosx =20
sinx + cosx +sinx-cosx = 2

1
sinx + cosx+§sin2x =2

1
Izteiksmes 2 sin 2x vértiba neparsniedz > No ieprieks rékinata zinam, ka
V2
2
sinx + cosx = V2 cos(x —%).

T
sinx + cosx = cos(x — 7 ):

o . - . 1 . 1
Tas nozimé, ka sinx + cosx < V2 . Tatad smx+cosx+zsm2x < \/§+§ < 2.

Lidz ar to vienadojumam
12 + sin?x + cos?x —1-sinx —1-cosx —sinx -cosx = 0
nav atrisinajumu.

4. uzdevums

Pienemsim pretéjo uzdevuma prasitajam — ka jebkura 100-stlru novietojuma sakrit
vismaz pa 4 izceltam virsotném.

Apskatisim visus veidus, ka savstarpéji novietot dotos 100-stlirus vienu otram virsd,
un izskaitisim, cik pavisam pastav dazadu izcelto virsotnu sakritibu. Ja katram
100-starim ir izceltas 19 virsotnes, tad pavisam iespé&jami 19 - 19 = 361 veidi, ka
divas izceltas virsotnes varétu sakrist. TaCu pavisam pastav 100 dazadi veidi, ka
savstarpéji novietot 100-stlrus. Lai misu pienémums butu patiess, vajadzigas
vismaz

4 - 100 = 400 dazadas izcelto virsotnu sakritibas. Tacu 361<400, tatad pienémums
ir aplams. Tas nozimé, ka eksisté tads 100-stiru novietojums, kura sakrit ne vairak
ka 3 izceltas virsotnes.

5. uzdevums

Apskatisim, kadu atlikumu iegtsim, skaitli (4n+ 1)(4n+3)(4n+5)(4n+7)
dalot ar 4 (Saja risinajuma visi ieviestie burtu apziméjumi lietoti veselu skaitlu
apzimésanai). Atverot iekavas, ieglsim polinomu, kura saskaititi vairaki locekli, kas
dalas ar 4, un skaitlis 1-3-5-7=105=4-26+1. Tatad skaitli
(4n+1)(4n+3)(4n+5)(4n + 7), dalot ar 4, dod atlikumu 1.

Apskatamais reizinajums sastav no 995 reizinatajiem. Viegli parliecinaties, ka pirmos
992 reizinatajus varam sagrupét 248 grupas, kuras pierakstamas forma
(4n+1)(4n+ 3)(4n + 5)(4n + 7). Sareizinot 248 izteiksmes, no kuram katra,
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dalot ar 4, dod atlikumu 1, ieglsim izteiksmi, kas, dalot ar 4, dod
atlikumu 12*® = 1. Tapéc sakotnéjo reizindjumu varam pierakstit forma
(4A + 1) - 1985 - 1987 - 1989 = (44 + 1)(4k + 1)(4k + 3)(4k + 5). Sis skaitlis,
dalot ar 4, dod tadu pasu atlikumu ka skaitlis 1 -1 -3 -5 = 15, tatad atlikumu 3.
Esam ieguvusi, ka skaitlis 1 -3 -5 -...- 1987 - 1989, dalot ar 4, dod atlikumu 3.
Apskatisim, kadus atlikumus, dalot ar 4, var dot divu skaitlu kvadratu summa
n = a® + b? . Skirosim tris gadijumus:

1) abi skaitli ir para skaitli;

2) viens no skaitliem ir para, otrs — nepara;

3) abi skaitli ir nepara.
1) Skaitlus a un b var pierakstit forma a = 2a; un b = 2b;. Tad

n=2a)?+ (2b)? = 4ai + 4b? = 4(a? + b}).

2) Pienemsim, ka skaitlis a ir para, bet b — nepara. Pierakstisim tos $adi: a = 2a; un

n=(2ay)?+ by + 1)? = 4a? + 4b? + 4b; + 1 = 4(a? + b? + by) + 1.
3) Apzimésim a un b attiecigi ar 2a; + 1 un 2b; + 1. Tad

n=Qa; +1)%+ (b +1)> = 4a? + 4a, + 1 + 4b? + 4b; + 1
=4(a? +a; + b? + by) + 2.

Redzam, ka divu naturalu skaitlu kvadratu summa, dalot ar 4, nevar dot atlikumu 3,
tapéc skaitli 1-3-5:...-1987 - 1989 nav iespéjams uzrakstit ka divu naturalu
skaitlu kvadratu summu.

11. klase

1. uzdevums

Dotais vienadojums ekvivalents vienadojumam (x2)?2+ (x—1)>=0. Ta ka
izteiksmes (x2)?> un (x —1)? ir nenegativas, bet to summa ir 0, tad
(x?)2 = (x—1)>=0. No ta seko, ka x =0 un x =1, tadu x nevar vienlaicigi
pienemt divas daZadas veértibas. Tas nozimé, ka dotajam vienadojumam nav
atrisinajumu.

2. uzdevums

Trijstarm augstums ir Tsakais nogrieznis, kas savieno virsotni ar tai pretéjo malu
saturosas taisnes punktu. Tas nozime, ka neviena mediana nevar but mazaka par
attiecigo augstumu. Tapéc ari medianu summa nevar bit 1saka par visu augstumu
summu. Vienigais gadijums, kad $is summas ir vienadas, ir tad, ja medianas un
augstumi sakrit. Un trijstlris, kura medianas un augstumi sakrit, ir regulars trijstaris.
Lidz ar to esam pieradijusi uzdevuma prasito.

3. uzdevums

Dotaja sakariba ievietosim vértibu x=0. leglsim, ka P(0+ 1) = 0+ 1 jeb P(1) = 1.

Savukart, ja sakariba x viet3 ievietosim skaitli 1, tad ieglsim, ka P(2) = 2. levietojot
vértibu x=2, iegiisim P(5) = 5. Sadi turpinot, iegisim, ka P(26) = 26, utt., t.i.,
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P(x) = x bezgaligi daudzam x vértibam: ja P(a) = a, tad ari P(a®+1) =
2

= (P(a)) +1 =a?+ 1. Tatad polinomam P(x) — x ir bezgaligi daudz saknu.

(Visas iegltas saknes ir dazadas, jo a? + 1 > a.) Ka zinam, bezgaligi daudz saknu ir

tikai nulles polinomam, tapéc P(x) — x = 0 visiem x, un P(x) = x visiem x.

Parbaude parada, ka polinoms P(x) = x apmierina uzdevuma nosacijumus.

4. uzdevums

Uz labu laimi izveélésimies virsotni A. Sakot no $is virsotnes, ,iesim” pa Skautném t3,
ka katra Skautne tiek izmantota augstakais vienu reizi. lzmantotas Skautnes
atbilstosi ieSanas virzienam apzimésim ar vektoriem. Daram to, kamer ir kur iet. Ta
ka katra virsotné savienots para daudzums Skautnu, tad, aizejot uz kadu virsotni,
vienmer pastav iespé&ja no Sis virsotnes iziet. Iznémums ir A: taja més sakam nevis ar
ieieSanu, bet ar izieSanu. Tatad misu staigasana noslédzas punkta A.

AtgrieZoties punkta A, visu ieglto vektoru summa bs 0. Katra virsotné bis atlicis
para skaits neapzimétu Skautnu. Atkartojam procesu, lidz visas Skautnes bus
,izlietotas”.

5. uzdevums

Sadalisim trijstdri 25 mazos regularos trijstlros ar malas garumu 1 (skat. 9. att.)

/NN NN\

9.att.

Ta ka 254 =100 < 101, tad vismaz viens no Siem trijstiriem satur ne mazak ka

4 + 1, t.i., ne mazak ka 5 no izvietotajiem punktiem. Bet 31 trijstura apvilktas rinka
1 V3 1,74

[nijas radiuss ir—=-—<——=10,58

V3 3 3
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1991. gads
10. klase

1. uzdevums

Pienemsim, ka taiSnu krustpunktos ir sarakstiti dazadi skaitli un ka uz katras taisnes
sarakstitie skaitli veido aritmétisko progresiju. Mazako no skaitliem apzimésim ar a,
bet taisnes, kas iet caur attiecigo punktu — ar t; un t,. Gan taisni t, gan t, krusto vel
divas taisnes, tatad uz katras no tam ir uzrakstiti vél divi skaitli. Bez tam tie ir lielaki
par a. Sos skaitlus uz taisnes t; apzimésim ar a + d un a + 2d, bet uz taisnes t, — ar
a+euna+ 2e.
Aplikosim, ka novietotas paréjas divas taisnes. Skirosim divus gadijumus:
1) Viena no taisném (apzimésim ar ts) iet caur punktiem, kur ierakstiti skaitli
a+duna+ e, betotra (t) — caura + 2d un a + 2e;
2) Uz vienas no taisném (apzimésim ar t3) rakstiti skaitlia + d un a + 2e, bet uz
otras (ts) — a+ 2d una +e.
Abos gadijumos taisnu t3 un t4 krustpunkta ierakstito skaitli apzimésim ar x.

1) Ja skaitlia+d, a+e un x, ka art a+ 2d, a+ 2e un x veido aritmétisko

ts ¢ progresiju, tad
a | a+d N a+d+x
a+2d ate= >
ate 2a+2e=a+d+x (1)
a+le a+2d+x
un a+2e =———;
X 2
10. att. 2a+4e=a+2d+x (2)

No vienadibas (2) atnemot vienadibu (1), iegisim, ka 2e =d. Lidz ar to
a+d = a+ 2e, tatad divos punktos ierakstiti vienadi skait]i.

2)Jaa+d, xun a+ 2e, ka art a + 2d, x un a + e veido aritmétiskas progresijas,

t tad
3 t4
a ¥Hd at+d+a+2e a+2d+a+te
R
X at+d+a+2e=a+2d+a+e;
are at+e=a+d.
a+2e
Divos krustpunktos ierakstitie skait]i
11. att. ir vienadi.

Esam ieguvusi, ka nav iespéjams krustpunktos sarakstit dazadus skaitlus ta, lai uz
katras taisnes tie veidotu aritmétisko progresiju.
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2. uzdevums

60123,

Dotais uzdevums ir lidzigs $adam uzdevumam:
»,Uz rinka linijas atlikti 60 punkti, kas to sadala
60 vienados lokos. Tiek izdzésti 19 punkti.
Pieradit, ka iespéjams izveidot trijsturi, kura
virsotnes ir 3 no paréjiem punktiem.”

Sanumureésim visus 60 punktus péc kartas. Ar i
apzimésim naturalu skaitli robezas no 1 idz 20.
Trijstaris, kura virsotnes atrodas punktos i, i+20
un i+40, ir regulars, jo starp punktiem i un i+20,
ka ari starp i+20 un i+40 un starp punktiem i+40 i+20

un i ir 20 vienadi loki. Sadi esam aprakstijusi 20 12. att.

regularus trijsturus, kuru virsotnes atrodas

atliktajos punktos. Turklat katrs no 60 punktiem

ir virsotne tieSi viena trijstrl. Lidz ar to izdzéstie 19 punkti ir virsotnes ne vairak ka
19 regularajos trijstiros. Ta ka 19<20, ir iesp&jams izveidot vismaz vienu regularu
trijstdri, kura virsotnes ir 3 no neizdzéstajiem punktiem.

Esam atrisinajusi parveidoto uzdevumu, lidz ar to esam arl pieradijusi uzdevuma
prasito.

3. uzdevums

Apskatisim patvaligu trijstari ABC. Novilksim taja

B . e e i .

visas tris viduslinijas un apzimésim tas, ka paradits
M K 13. attela. Trijstari ABC un KLM ir hdzigi, jo
AB = 2KL , BC = 2LM un AC = 2KM . Apzimésim
ap trijstari ABC apvilktas rinka linijas radiusu ar R.
A L C Balstoties uz trijstiru ABC un KLM lidzibu, varam
13. att. apgalvot, ka ap trijstari KLM apvilktas rinka linijas

radiuss ir E

2

Rinka linija, kas apvilkta ap trijsttri KLM, iet caur punktiem K, L un M, tatad tai ir
kopigi punkti ar visam trijstira ABC malam.

Trijstart ievilkta rinka linija ir mazaka rinka Inija, kurai ar visam trijstira malam var
bit kopigi punkti, jo rinka linija, kas mazaka par trijstari ievilkto rinka Iniju, var
pieskarties vai krustot ne vairak ka divas trijstira malas. Apzimésim trijsttri ABC
ievilktas rinka linijas radiusu ar r. Ta ka ap trijstari KLM apvilktajai rinka linijai ir
kopigi punkti ar visam trijstira ABC malam, tad $i rinka linija nav mazaka par trijstart

R
ABC ievilkto rinka Iiniju. Tas nozimé, ka P =1, k.bj.
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4. uzdevums

Pienemsim, ka 911 + 10111 = 1299 + 1. Tada gadijuma
1299 +1 — 9111 — 10111 = 0. Vienadibas laba puse dalas ar 11, tapéc ar 11 ir
jadalas art kreisajai pusei. Parrakstisim vienadibas kreiso pusi:
1292 +1-9M — 10 =11+ D -1-2)M —11-DM +1=
= CH11%7 - 1% + cd11%8 - 11 + C411%7 - 12 + - + C58111 - 198 + C9511° - 199 —
—C{y 111 (=2)0 — ¢ 1110 (=2)! — - = ¢} 111 (=2)M0 — ¢} 110 (=2)!* -
—Cl 1M (=10 = ¢ 1M (=) — o= P11t (DM — el 110 (D) + 1
Ka redzam, liela dala saskaitamo dalas ar 11, tapéc mums ir izdevigi izteiksmi
parrakstit forma
K-11+4¢§311°-1%° —L-11 - c}{}11°(=2)"" — M - 11 — c}{11°(-D)1 + 1 =
=K-11+1-L-11+21 —-M-11+1+1=
=(K—-L—-M)-11+ 211 +3,
kur K, L un M — veseli skaitli. Ja (K —L — M) - 11 + 21! + 3 dalas ar 11, tad ari
2111 + 3 dalas ar 11. Ar identiskiem parveidojumiem ieglistam, ka
2111 4 3 =210.243=02191.24+3=1024"1.2+3=
=(1023+ 1" -2+3=(93-11+ 1)1 -2 +3.
Atverot iek$éjas iekavas un veidojot apziméSanu Ilidzigi ka ieprieks,
iegistam izteiksmi (11-A+1)-2+3, kur A ir vesels skaitlis. Un
(11-A+1)-2+3=11:-24+2+3.
Jall-2A+ 2 + 3 dalas ar 11, tad art 2 + 3 jadalas ar 11, ta¢u 5 ar 11 nedalas. Lidz
ar to varam apgalvot, ka ar 11 nedalds ari 11-24+2+3; 2111 +3;
(K—L—-M)-11+ 2" +3un12% +1 -9l — 10111,
Tas nozimé, ka 9111 4+ 10111 %= 1299 4+ 1.

5. uzdevums

Atbilde: ja, eksisté.

Apskatisim uzskatamu pieméru. Novilksim
rinka linijas loku, kura lenkiskais lielums ir
mazaks neka 180 gradi. Uz i loka atliksim 7
punktus. Apzimésim tos péc kartas ar A, B, C,
D, E, F un G. Caur punktiem A un G novilksim
rinka [linijas pieskares. To krustpunktu
apzimésim ar S (skat. 14.att.).

Astonstirim ABCDEFGS ir tieSi 5 labas
diagonales — visas diagonales, kas iziet no
punkta S. Savukart parejas diagonales
atrodas astonstiira arpuse.
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11. klase

1. uzdevums

lzveidosim  funkcijas f; =x?>+p;x+gq;, i=1;2;3. Ta ka vienadojumiem
x% + p;x + q; = 0 nav realu saknu, tad neviens no funkciju f; grafikiem nekrusto
Ox asi. Bez tam visas tris muasu izveidotas funkcijas ir kvadratiskas un visas
koeficients pie x? ir pozitivs. Tas nozimé, ka $o funkciju grafiki ir parabolas, kuru zari
ir vérsti uz augsu. No ta varam secinat, ka Sie grafiki atrodas virs Ox ass. Saskaitot Sis
funkcijas, iegusim jaunu funkciju f = f; + f, + f3. Ta ka visu tris funkciju f; grafiki
atrodas virs Ox ass, tad ari funkcijas f grafiks atrodas virs $is ass. Tatad funkcijas f
grafikam un taisnei Ox nav kopigu punktu un vienadojumam f =0 nav
atrisinajuma.

2. uzdevums

Ir iesp&jams iegit daudzstdri ar 12 malam (sk. 15.att.) Saja gadijuma uz katras no
seSam taisném atrodas tieSi divas daudzstlira malas. Parbaudisim, vai ir iespéjams
ieglt daudzstiri, kura malu

skaits ir lielaks par 12 un \ X

kuram izpildas uzdevuma

prasitais. Pienemsim, ka ir.
Tad $adam daudzstarim ir
vismaz 13 malas. Ta ka
13 > 6 - 2, tad uz kadas no
seSam taisném jabut vismaz
3 daudzstira malam, tatad
ari seSam virsotnem. Ta ka
virsotnes atrodas taisSnu krustpunktos, tad $ada situacija nav iesp&jama, jo katru no
seSam taisném krusto augstakais piecas citas taisnes. Lidz ar to esam ieguvusi, ka
lielakais iespéjamais daudzstura malu skaits uzdevuma aprakstitaja situacija ir 12.

15. att.

3. uzdevums

Pieradamas nevienadibas abas puses ir pozitivi lielumi. Kapinasim tas
kvadrata. legusim, ka pieradama nevienadiba ir ekvivalenta nevienadibai
[ABCD] = [ABO] + [CDO] + 2\/[ABO] -[CDO]. Parveidosim ieglto nevienadibu
$adi: [ABCD] — [ABO] — [CDO] > 2,/[ABO] - [CDO];

[BOC] + [AOD] = 2,/[ABO] - [CDO] (1)

Ja mums izdotos pieradit, ka [BOC] - [AOD] = [ABO] - [CDO], tad nevienadibu (1)
varétu aizstat ar nevienadibu [BOC] + [AOD] = 2\/[BOC] - [AOD].
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Parveidosim to sadi:
[BOC] — 2./[BOC] - [AOD] + [AOD] = 0;
(\[BOC] - \/TAOD] )2 > 0.

Pedeja nevienadiba ir patiesa. Tatad, lai
izdaritu uzdevuma prasito, mums atliek
pieradit, ka

[BOC] - [AOD] = [ABO] - [CDO].
Aplikosim trijstirus ABO un OBC

(skat. 16.att.).

1
[4BO] =~ h - A0 un [0BC] = Zh-0C.

So trijstiru laukumu attieciba ir

[ABO] A0 )
—— = — . Lidzigi varam apskatit

[0BC] oc

- L [ADO] A0
trijstirus ADO un ODC; ieglsim, ka =—.

[oDC]  OC

_ [ABO] AO [ADO] _ -

Tatad =— = —— . No taseko, ka [0BC] - [ADO] = [ABO] - [0DC] . Lidz
[0BC] oC  [0DC]

ar to arl varam apgalvot, ka visas iepriek$S apskatitas nevienadibas ir patiesas, un
esam pieradijusi uzdevuma prasito.

4. uzdevums
Atbilde: ng, nevar.
Pieradijums. Pieradisim no pretéja. Pienemsim, ka n? + 1 var bat pierakstits ar tiesi
10 dazadiem cipariem. Tada gadijumd n®+1 ciparu summa ir
0+1+2+3+4+5+6+7+8+9 =45. Ta ka 45 dalas ar 3, tad ari skaitlis
n® + 1 dalas ar 3.
Katru naturalu skaitli n var pierakstit vai nu forma n = 3a, vai n = 3a + 1 vai an
n = 3a + 2, kur a ir vesels, nenegativs skaitlis.
Jan=3a,tad n?+1=9a>+1=3-(3a?) + 1.
Jan=3a+1,tadn?+1=9a®>+6a+1+1=3-(3a%+ 2a) + 2.
Jan=3a+2,tadn?+1=9a*>+12a+4+1=3-3a’+4a+1)+2
Ka redzam, neeksisté tads naturals skaitlis n, kuram n? + 1 dalitos ar 3. Esam
ieguvusi pretrunu, kas radusies, izdarot nepareizu pienémumu. Tatad skaitlis
n? + 1 nevar bt pierakstams ar tiesi 10 dazadiem cipariem.

5. uzdevums

Pirmo damu novietojam brivi izraudzita laucina. Turpmak So laucinu sauksim par
pirmo laucinu. lekrasojam horizontali, vertikali un abas diagonales, kuras atrodas
pirmais laucinS. Nakamo damu, lai ta neapdraudétu iepriek$€jo un ari pati netiktu
apdraudéta, janovieto neiekrasota laucina. Atrodam pirmajam laucinam tuvako
horizontali (vai izvélamies vienu no divam tuvakajam), kura ne visi laucini ir
iekrasoti. Novietojam damu kada brivi izraudzita Sis horizontales laucina, kas vél nav
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iekrasots. lekrasojam horizontali, vertikali un abas diagonales, kuras atrodas
izvélétais laucins.

Lidzigi ka iepriekS, nakamo damu janovieto neiekrasota laucina, lai novietotas
damas viena otru neapdraudétu. Talak rikojamies ldzigi ka ieprieks, tikai tagad
mekléjam pirmajam laucinam tuvako (vai vienu no divam tuvakajam) vertikalém,
kura ne visi laucini ir iekrasoti. Kad tresa dama ir novietota un attieciga horizontale,
vertikale un diagonales iekrasotas, atkal mekléjam pirmajam laucinam tuvako vél
neiekrasoto horizontali utt.

Bezgaligi daudzas reizes atkartojot ieprieks aprakstitas darbibas, iespéjams iegut
uzdevuma prasito situaciju.

12. klase

1. uzdevums

Jasin(cosx) = lad cosx = % +2nn (n € Z).

T
Ka zinams, cosx € [—1;1]. Aplakosim izteiksmes > +2mn véertibu atkariba no
n vertibas.

T T 3
Jan=0,tad = +2mn=—>->1
2 2 2
s s
Jan >0, tad E+2nn>5>1

T 3w
Jan=—-1,tad —+2mn=—-——<—< -1
2 2 2

T 3T
Jan < —1, tad E+2nn<—?<—1

A
Redzam, ka neeksisté tads vesels skaitlis n, kuram izteiksmes P +2nn vértiba batu

intervala [-1; 1]. Tatad vienadojumam sin(cosx) = 1 nav atrisinajuma.

2. uzdevums

Pienemsim, ka kadam cilvekam sakuma ir D dolaru un V vacu marku. Péc valltas
mainas punkta apmekléjuma vinam ir

D — x dolaru un V + 4x vacu marku vai

D + 2x dolaru un V — 3x vacu marku
(x ir vesels skaitlis).
Apskatisim, ka Sim cilvekam ir izmainijusies dolaru un vacu marku daudzumu
starpiba. Sakuma ta bija D — V. Pec valGtas mainas punkta apmekléjuma ta ir
D-x)—V+4x) =D —-V)—5x vai (D+2x)—(V —-3x)=(D—-V)+ 5x.
Tatad valGtas mainas rezultata starpiba izmainas par skaitli, kas dalas ar 5.
Uzdevuma aprakstitaja situacija cilvekam sakuma dolaru un vacu marku starpiba ir
1 — 3 = —2. Ja vinam dolaru bitu tikpat, cik vacu marku, tad starpiba batu 0. Ta ka
no skaitla (—2), tam pieskaitot un no ta atnemot 5, nevar ieglt 0 (visi iegltie skaiti
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dod atlikumu 3, dalot ar 5), tad nav iespéjams panakt, lai cilvekam dolari un vacu
markas butu vienada skaita.

3. uzdevums

No punkta S rinka lnijai w, novilksim
pieskari. Apzimésim punktus, ka
paradits 17. attela.
Rinka linijai w; taisne SZ ir pieskare,
bet SX — sekante, tapéc
SZ* =SX-SY.
Rinka linijai w; taisne SK ir pieskare,
bet SX un SL — sekantes, tapéc
SX-SY =SK?=SL-SM.
Rinka Inijai w3 taisne SN ir pieskare,
bet SL — sekante, tapéc

17. att. SN2 =SL-SM.
Tatad SZ%2 = SX - SY = SL - SM = SN?. No ta seko, ka SZ = SN, kas bija japierada.

4. uzdevums

Ar S(x) apzimésim skait]a x ciparu summu.

Skaitlis A dalas ar 9, tapéc art B = S(A), C = S(B) un S(C) dalas ar 9. Skaidrs, ka
skaitla A ciparu summa ir lielaka par 0, tapéc ari skaitlu B un C ciparu summas ir
pozitivas.

Lielaka iespéjama skaitla A vértiba ir skaitlis, kas pierakstams ar 1991 devitnieku.
Acimredzami, ka B = S(4) <1991-9 = 17919. Apskatisim skaitli B. Lielaka
summa, ko var veidot pirmie divi skaitla B cipari, ir 1 + 7 = 8. Paréjo ciparu summa
nevar parsniegt 9+ 9+ 9.Tatad C = S(B) <8+ 3:9 = 35. Skaitla C pirmais
cipars noteikti neparsniedz 3, bet otrs nevar bat lielaks par 9, tatad
S(C)<3+9=12.Taka S(C) dalas ar 9 un 0 < S(C) < 12, tad skait|a C ciparu
summa ir 9.

5. uzdevums

Atbilde: var.

Risinajums.

Sakuma paradisim, ka ir iespéjams plakné uzradit tadu nogrieznu sistému, ka katrs
plaknes punkts pieder tieSi vienam nogrieznim.

Sadalisim plakni vienadas kvadratiskas ratinas, kuru malas garums ir 1 vieniba.
Izkrasosim plakni ta, ka paradits 18.attéla. Izvelésimies visus iesp&jamos nogrieznus,
kam izpildas visi talak aprakstitie nosacijumi:

1) nogrieznis vilkts horizontali;
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2) ta galapunkti atrodas uz treknajam, melnajam linijam (skat. 19.att.);

3) viens nogriezna iekS$&jais punkts atrodas uz divu peléko ratinu kopigas malas, bet
paréjie iek$éjie punkti atrodas peléko ratinu iekSpusé.

Vél izvélésimies tos nogrieznus, kam izpildas tris talak aprakstitie nosacijumi:

1) nogrieznis vilkts vertikali;

2) ta galapunkti atrodas uz treknajam, melnajam linijam (skat. 20.att.);

3) viens nogriezna ieks€jais punkts atrodas uz divu balto rltinu kopigas malas, bet
paréjie iek$éjie punkti atrodas balto ratinu iekSpuse.

Saja gadijuma jebkur$ punkts, kas atrodas ratinu iek$pusé, pieder tiedi vienam
nogrieznim. Apskatisim rdtinu stlrus un malas (skat. 21.att.). Teiksim, ka punkti
atrodas blakus, ja tie ir divu rutinu kopigas malas galapunkti. Redzam, ka katram
punktam blakus atrodas tiesi viens balts un viens peléks punkts horizontala virziena
un tiesi viens balts un viens peléks punkts vertikala virziena. Tos pelékos punktus,
kas atrodas viens otram blakus horizontala virziena, savienosim ar nogriezniem.
Savienosim ar tos baltos punktus, kas atrodas viens otram blakus vertikala virziena.
Apskatisim tos nogrieznus, kas savieno divus vertikala virziena blakus esoSus pelékus
punktus (divus horizontala virziena blakus esosus baltus punktus). Gan $o nogrieznu
galapunkti, gan visi ieksejie punkti pieder katrs tieSi vienam no jau izvélétajiem
nogriezniem. Tatad ar1 visi pelékie (un visi baltie) punkti ieklauti katrs tieSi viena
nogrieznt. Vel atliek apskatit tikai tas ratinu malas, kuru galos ievilkti atsSkirigu krasu
punkti. levérosim, ka katra no Sim malam 19. vai 20. attéla apziméta ar treknu liniju.
Pirmit nogrieznus izvéléjamies ta, ka visi So malu iek$éjie punkti tika ieklauti tiesi
viena nogrieznl. Tatad esam izveidojusi tadu nogrieznu sistému, kura katrs no
plaknes punktiem pieder tiesi vienam nogrieznim.

“FEy

18. att. 19. att. 20. att. 21. att.

Otru nogrieznu sistému veidosim lidzigi ka pirmo, tikai pagrieztu par a € (0;90)
gradus lielu lenki. Art Saja jaunaja nogrieznu sistema katrs punkts pieder tieSi
vienam nogrieznim. Bez tam nav tada nogriezna, kas butu gan pirmaja, gan otraja
nogrieznu sistéma, jo visi pirmas nogrieznu sistemas nogriezni ir horizontali vai
vertikali, bet otras nogrieznu sistemas nogriezni nav ne horizontali, ne vertikali.
Apvienojot Sadas divas nogrieznu sistémas, ieglsim uzdevuma prasito situaciju, jo
katrs plaknes punkts pieder tiesi vienam nogrieznim no pirmas nogrieznu sistémas
un tieSi vienam nogrieznim no otras nogrieznu sistémas.
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1995. gads
10. klase

1. uzdevums

Akmenus, kuru masa lielaka par 9 kg, sadalisim pa pariem $adi: 10kg un 1995kg;
11kg un 1994kg; 12kg un 1993kg; ... ; 1002kg un 1003kg. Esam izveidojusi 993 parus,
kuros akmenu kopéja masa ir vienada. Sos akmenus sadalisim pa trim kaudzém,
katra liekot vienalga kurus 993:3=331 izveidotos akmenu parus. Pagaidam visas
kaudzés ir vienads akmenu skaits un kopéja masa. Vel Sajas kaudzés japievieno tie
akmeni, kuru masa neparsniedz 9 kg.

Devinus vieglakos akmenus sadalisim trijos akmenu komplektos — pa trim akmeniem
katra. Viena komplekta liksim akmenus ar masam 1kg, 5kg un 9kg, otra — 2kg, 6kg
un 7kg, bet tresaja — 3kg, 4kg un 8kg. Katra akmenu komplekta kopéja masa ir 15kg
un akmenu skaiti komplektos ir vienadi. Tatad katrai no akmenu kaudzém
pievienojot pa vienam akmenu komplektam, ieglisim uzdevuma prasito situaciju.
Esam paradijusi veidu, ka visus 1995 akmenus sadalit tris kaudzés ta, lai visas
kaudzes butu vienads akmenu skaits un kopiga masa.

2. uzdevums

Sadalisim dotas kopas elementus piecas apakskopas péc atlikuma, kas rodas, dalot
ar 5. Tatad kopa A; ietilpst tie kopas {1, 2, ..., 100} elementi, kas dod atlikumu 1,
kopa A, — kas dod atlikumu 2, kopa A3 — kas dod atlikumu 3, kopa A; — kas dod
atlikumu 4, bet kopa As — kas dalas ar 5. Katra no apakskopam ir 20 elementi. No
kopas As nevar izvéléties vairak ka 1 elementu, citadi tiktu izveléti divi skaitli, kas
dalas ar 5, tatad skaitli, kuru summa dalas ar 5. Tacu, saskaitot jebkuru skaitli no
kopas As ar jebkuru skaitli no Aj, A,, As vai A4, ieglta summa ar 5 nedalas. Starp
izvéletajiem skaitliem nedrikst vienlaicigi bt skaitlis no kopas A; un skaitlis no kopas
A4, jo $adu skaitlu atlikumi, dalot ar 5, ir 1 un 4, atlikumu summa ir 5, tatad abu
skaitlu summa dalas ar 5. Tapat starp izvélétajiem skaitliem nedrikst bat vienlaicigi
skaitlis no kopas A, un skaitlis no kopas As. Tatad, apskatot kopas Ay, Ay, Az un A4,
nevar izvéléties elementus no 3 kopam ta, lai nekadu divu summa nedalitos ar 5.
Savukart, izvéloties kopas A; un A, visus elementus, redzésim, ka jebkuru divu
summa, dalot ar 5, dod atlikuma 1+1=2, 1+2=3 vai 2+2=4. Tatad més varam
izveléties, pieméram, visus elementus no kopam A; un A, un vienu elementu no
kopas As. Ta ka visu izveidoto apakskopu apjomi ir vienadi, tad lielakais iesp&jamais
izvélamo elementu skaits ir 20+20+1=41.

3. uzdevums
Lai noskaidrotu, vai divas izliekta daudzstlra malas var bt garakas par visam ta

diagonalém, apskatisim divus gadijumus:
1) $im malam ir kopiga virsotne;
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2) $im malam kopigu virsotnu nav.
1) Uzzimésim rinka ITniju ar centru punkta O. Saja rinka linija novilksim radiusus OA
un OB ta, lai lenkis starp tiem bdtu mazaks par 60
o] gradiem. Punkti O, A un B bls misu veidota daudzstiira
virsotnes. Paréjas daudzstura virsotnes atliksim ta, lai tas
atrastos starp nogriezni AB un rinka Imiju un lai
daudzstaris bitu izliekts. Saja gadijuma visas diagonales,
kas vilktas no punkta O, ir mazakas par radiusu, tatad ari
par OA un OB. No paréjam diagonalem garaka ir AB.
22. att. Apskatisim trijsturi AOB: OA=0B, tatad trijsturis AOB ir
vienadsanu un XOAB = X0OBA.Ta ki XAOB < 60°, tad

180°—<xA0B 180°-60°
40AB = X0BA = 5 > 5 = 60°, tapecari OA = 0B > AB.

Lidz ar to ari visas paréjas daudzstira diagonales ir 1sakas par malam OA un OB.
Esam ieguvusi izliektu daudzstari, kura divas malas ir garakas par visam ta
diagonalem.

2) Pienemsim, ka izliekta daudzstari ir divas malas, kuram g

nav kopigu virsotnu un kuras ir garakas par visam L
diagonalem. Apzimésim tas ar KL un MN, ka paradits 23.
attela. Novilksim diagonales KN un LM, to krustpunktu
apzimésim ar S. Apskatisim trijstirus NMS un KLS. Péc
trijstdru nevienadibas MS + SN > MN un KS + SL >
KL. Saskaitot $is nevienadibas, ieglistam: 23. att.

MS + SL + KS + SN > MN + KL; ML + KN > MN + KL.

Ja malas KL un MN ir garakas par visam diagonalém, tad MN > ML un KL > KN,
tatad

MN + KL > ML + KN. Esam ieguvusi pretrunu, kas radusies, izdarot nepareizu
pienémumu. Tatad izliekta daudzsturi nevar bt divas tadas malas, kam nav kopigu
virsotnu, bet kuras ir garakas par visam daudzstira diagonalem.

M N

Apskatisim, vai izliekta daudzsturi var bat tris malas, kas garakas par visam
diagonalém. Daudzstiriem, kuru malu skaits mazaks par 4, nav diagonalu, tatad
musu apskatito daudzstiru malu skaits ir vismaz 4. No jebkuram trijam 3ada
daudzstira malam iespéjams izvéléties divas tadas, kuram nav kopigu virsotnu. Ka
iepriek§ pieradijam, Sadas malas nevar but garakas par visam daudzstira
diagonalém. Tatad izliekta daudzstiri nevar bit tris malas, kas garakas par visam ta
diagonalem.

4. uzdevums

Fikséjam skaitJu y un z vértibas. Izveidojam funkciju
FFx)=x* +y*+z°-xy—xz—yz= x> —x(y+2)+ (y* + 2% —y2)
leguvam kvadratisku funkciju . Tas grafiks ir parabola, kuras zari vérsti uz augsu .
Apskatisim funkcijas grafika izmainas intervala [0 ; 1] . Pastav tris iespéjas :

1. funkcija intervala [0 ; 1] ir monotoni augosa (24. att.)

2. funkcija intervala [0 ; x,] dilst, bet intervala [xg ; 1] — aug (25. att.)
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3. funkcija intervala [0 ; 1] monotoni dilst (26. att.)
Visos gadijumos funkcijas lielaka vértiba dotaja intervala tiek sasniegta, kad
x=0 vai x=1.

o__ P U g

[N SR
V x

o______ (R —

[N SR, .
V x

o__________ - - -

U .

24. att. 25. att. 26. att.

Fikséjam mainigo x un z vértibas. Izveidosim kvadratisku funkciju
FE(y)=x*+v>+z°—xy—xz—yz=y*—y(x+2z)+ (x> + z> —xz). Tas
grafiks ir parabola, kuras zari vérsti uz augSu. Funkcijas F;(y) lielaka vértiba intervala
[0; 1] tiek sasniegta, kad y=0 vai y=1.
Fikséjot mainigo x un y vértibas, izveidojot lidzigu funkciju F5(z) un izdarot lidzigus
spriedumus ka ieprieks, iegusim, ka funkcija Fs3(z) lielako vértibu intervala [0; 1]
sashiedz, kad z=0 vai z=1.
Esam ieguvusi, ka izteiksmes x? +y%2 +2z2 —xy —xz—yz (kur 0 < x,y,z < 1)
vértiba ir vislielaka, ja

x=0 vai x=1

{y=0 vaiy=1

z=0Ovai z=1
Atliek izrékinat izteiksmes x?+y?+2z2—xy—xz—yz  vértibu astonos
gadijumos.
Jax=y=z=0,tad x?> +y?+z>—xy—xz—yz=0—0=0.

x=1 y=1 o lz=1
Ja , val ’
y=z=0 |x=z=0 x=y=0

tad x> +y2 +z2—xy—xz—yz=1-0=1.

x=0 y=0 {z=0
Ja , val )
y=z=1 |x=z=1 x=y=1

tad x> +y?+z2—xy—xz—yz=2-1=1.

Ja x=y=z=1,tad x? +y? +z2—xy—xz—yz=3-3=0.
Lielaka izteiksmes vértiba, kadu ieguvam, ir 1, tatad

x> +y?+z2—xy—xz—yz<1.

5. uzdevums

Novelkam taisni CP un uz tas atliekam punktu S ta, ka PS=BP un S atrodas ap trijstari
ABC apvilktas rinka linijas arpusé. Trijsttri ABC XABC = <BCA = 60°, jo AABC —
regulars. Art <BPA = <BCA = 60°, jo <BPA un XBCA balstas uz vienu loku.
Tapat XAPC = XABC = 60°.

Savukart XSPB = 180° — XAPC — ¥BPA = 180° — 60° — 60° = 60°. Trijstari
BPS XBPS = 60° un BP = SP, tapéc tas ir regulars trijstiris un {BSP = 60°.
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Apskatisim trijstirus CRP un CBS. Tie ir idzigi, jo XBSC = 60° = LRPC un XBCS ir
kopigs lenkis.
No ta seko, ka

SC SB S

PC PR’ B

PC+SP SB P
PC PR

PC 'SP _SB

+om =
PC PC PR

SP SB
1+—=—

PC PR’ 27. att.

PB PB
Taka SB=SP=PB,tad 1+ PC - PR Dalot abas vienadibas puses ar nogriezna

PR
o 1 1 .
PB garumu, ieglsim, ka — + — =—, k.b.j.
PB PC PR
11. klase

1. uzdevums

Ja m ir nepara skaitlis, tad to iespéjams uzrakstit ka 2k+1, kur k ir naturals skaitlis
vai 0 (viegli parbaudit, ka neder k=0). Tad 8™ = 82k*1 =g2k.g = g4* .8 =
= (63 + 1D*-(6+2).
Apskatisim atlikumu, kas rodas, So skaitli dalot ar 3. Parrakstisim izteiksmi
(63 + 1), izmantojot Nitona binoma formulu:

(63 + 1)* = 263K + cl63k~1 + C263K2 + .-+ CF 163 + Cf .
Ka redzam, $aja izvirzijuma pirmie k saskaitamie dalas ar 3, tacu pédéjais
saskaitamais ir Cf = 1. Tatad (63 + 1)* , dalot ar 3, atlikuma dod 1. Tapéc
ieviesisim apziméjumu (63 +1)* =34+ 1, A - vesels skaitlis. leglsim, ka
(63+1)¢-(64+2)=BA+1)(6+2)=184+6A+6+2 . Sis skaitlis, dalot
ar 3, atlikuma dod 2.
Ja8™ —3" =1, tad 8™ = 3" + 1 . Vienadojuma laba puse, dalot ar 3, atlikuma
dod skaitli 1, ta¢u, ka nupat noskaidrojam, kreisa puse — skaitli 2. Tapéc Saja
gadijuma vienadojumam atrisinajuma nav.
Pienemsim, ka m ir para skaitlis un pierakstisim to $adi: m=2k. Tad ekvivalenti ir
vienadojumi 8%% — 3" =1;8% —1 = 3" un (8% — 1)(8% + 1) = 3". Vienadojuma
labaja puseé ir skaitla 3 pakape, tapéc kreisaja pusé katram no skaitla 1 atSkirigam
reizinatajam ari jabat skaitla 3 pakapei. Ta ka k ir naturals skaitlis, tad 8 — 1 # 1 un
8 +1+1 . Tatu (8K +1) — (8 —1) = 2. Tas nozimé, ka skaitli (8% +1) un
(8% — 1) nevar vienlaicigi dalities ar 3. Ari $aja gadijuma vienadojumam nav
atrisinajuma.
Esam pieradijusi, ka vienadojumam 8™ — 3™ = 1 nav atrisinajumu naturalos
skaitlos.
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2. uzdevums

Ar R apzimésim AC viduspunktu. Trijsturi ABC nogrieznis
MR ir viduslinija, jo BM = MC un AR = RC. Tapeéc

1
RM||AB un RM = > AB. Trijstart CDA nogrieznis NR ir
viduslinija, jo AN = ND un AR = RC. Tapéc NR||DC un
1 1 1
NR = 2 CD. Ta ka AB = CD, tad arl 2 AB = 2 CD, tatad

RM = RN. Lidz ar to trijstiris NRM ir vienadsanu

trijstlris ar pamatu NM. Tapéc <KRNM = <{RMN.
Ar S apzimésim taiSnu AB un MN krustpunktu, bet ar T
— CD un MN krustpunktu. Ta ka AB||RM, tad

XASN = XXRMN ka kapsJu lenki. Ta ka RN||CD, tad 28. att.

<IRNM = INTD ka ieksejie skerslenki. Tatad

JXASN = XRMN = XRNM = <INTD. Esam pieradijusi, ka taisne MN ar taisném
AB un CD veido vienadus lenkus.

3. uzdevums

Izveidosim funkciju x(n) = n? + 1, ar kuras palidzibu ieglistami visi seviskie skaiti;
n ir naturals skaitlis. Izrakstisim daZus seviSkos skaitlus: x(1)=2; x(2)=5; x(3)=10;
x(4)=17; x(5)=26; x(6)=37; x(7)=50; x(8)=65; x(9)=82; x(10)=101; x(11)=122;
x(12)=145; x(13)=170.

No uzrakstitajiem skaitliem redzam, ka x(1) - x(2) = x(3); x(2) - x(3) = x(7) un
x(3) - x(4) = x(13). Parbaudisim, vai jebkura gadijuma x(n) - x(n + 1) ir sevisks
skaitlis:

x() -x(n+1D)=0>+1D((n+1)?>+1) =
=m*+1D*+2n+2)=n*+2n3+3n*+2n+2 =
=nt+nd+n+nd+nf+n+ni+n+14+1=
=n’M*+n+D+n®>+n+1D)+M*+n+1)+1=
=M*+n+1D)M*+n+1+1=
=x(n*+n+1)

Ta ka sadu reizinajumu ir bezgaligi daudz, tad ir ari bezgaligi daudz tadu sevisku

skaitlu, kadi bija prasiti uzdevuma.

4. uzdevums

Atrodam divus vienadi krasotus punktus, starp kuriem attalums ir 1. Paradisim, ka to
ir iespéjams izdarit. Uzzimésim regularu trijstdri ar malu garumu 1. Katra no trim
virsotném ir iekrasota viena no divam krasam, tatad divas virsotnes ir iekrasotas
vienadi. Bet attalums starp tam ir 1. Apzimésim Sis virsotnes ar K un L, bet nogriezna

1
KL viduspunktu — ar O. Novelkam rinka Iiniju ar centru punkta O un radiusu I
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Uz novilktas rinka Iinijas ir iespéjams atlikt
N P tadu punktu M, ka <MLK = 30°. T ka KL ir
diametrs, tad <KML = 90°. Ka zinam,
KL = 1. Ja M ir iekrasots tapat ka K un L, tad
atliek parsaukt punktus $adi: L = A; K= B un
M = C. Esam ieguvusi trijstiri, kads bija
prasits.
Ja M ir iekrasots atskirigi no K un L, tad uz
rinka Inijas atliekam punktu N ta, ka M un N
atrodas dazadas pusés no taisnes KL un
JIKLN = 30°. Saja gadijuma <KNL = 90°, jo
KL ir diametrs. Ja N ir iekrasots tapat ka Kun L, tad L=A, K=B un N=C, un
trijstrim ABC izpildas visi prasitie nosacijumi.
Ja N ir iekrasots atskirigi no K un L, tad uz rinka linijas atliksim punktu P t3, ka
ILKP = 30°. Lenkis KPL balstas uz diametru, tatad ta lielums ir 90°. Ja P, Kun L
krasojumi sakrit , tad parsauksim punktus K, L un P par attiecigi A, B un C un ieglsim
vajadzigo trijsturi ABC.
Ja P krasa atsSkiras no K un L krasas, tad punkti M, N un P ir nokrasoti vienadi. Viegli
parliecinaties, ka <KOM = <LOP, jo <KOM = 2 - <KLN = 2 - 30° = 60° un
JILOP = 2 - XLKP = 2 - 30° = 60°. Tas nozimé&, ka punkti M, O un P atrodas uz
vienas taisnes un PM ir diametrs. levilktais lenkis MNP balstas uz diametru, tapéc ta
lielums ir 90°. Lenki NPM un NLM balstas uz vienu un to pasSu loku, tapéc
INPM = INLM = <XKLN + XKLM = 30° + 30° = 60°.
Trijstri MNP  XNMP = 180° — <MNP — <XMPN = 180° — 90° — 60° = 30° .
Parsauksim punktus: M = A; P = B un N = C. Trijstari ABC mala AB=1, A= 30°
un C = 90°.

M
29. att.

5. uzdevums

Apskatisim izteiksmi (x + 1)(2x — 1)%.Jax > —1,tadx +1 > O un
(2x —1)? > 0, tatad ari (x + 1)(2x — 1)? > 0 . Atverot iekavas, iegiisim, ka
(x+1)2x—1)?=(x+1)(4x* —4x +1) = 4x3 — 3x + 1.
Lidzarto 4x3 —3x+1>0.
Uzdevuma dots, ka a, b,c,d,e = —1, tapéc, x vieta liekot skaitlus a, b, ¢, d un e,
ieglsim, ka
4a® —-3a+1>0
4b3—3b+12>0
4¢3 -3c+1=0
4d3 - 3d+1=0
4e3—3e+1=0
Saskaitot Sis nevienadibas, iegisim, ka
403 + 4b3 + 4c3 +4d®> +4e® —-3a—3bh—-3c—3d—3e+1+1+1+1+1>0
4@ +b¥+c2+d*+e¥)—-3(a+b+c+d+e)+5=0
4-1-3(a+b+c+d+e)+5=20
—3(a+b+c+d+e)=-9
a+b+c+d+e<3.
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12. klase

1. uzdevums

Parbaudisim nevienadibu
2ab < a+b (1)
a+b — 2

pozitiviem a, b. Ar ekvivalentiem parveidojumiem ieglstam:

4ab - (a + b)?

2(a+b)  2(a+b)
4ab < (a+ b)? (joa,b > 0)
4ab < a? + 2ab + b?
a’® + 2ab + b? — 4ab = 0
a’? —2ab +b*> >0
(a—b)*>=0.
Pédéja nevienadiba ir patiesa, tatad art (1) ir patiesa nevienadiba. Lidziga veida

varam parliecinaties, ka
2bc  b+c
—<— (2)
b+c 2

un
2ac a+c

ate= 2 e
Saskaitot nevienadibas(1), (2) un (3), iegtstam, ka
2ab N 2bc N 2ac <a+b+b+c+a+c
a+b b+c a+c” 2 2 2
2ab 2bc 2ac < 2a + 2b + 2c

a+b+b+c+a+c_ 2

ab N bc 4 ac <a+b+ckb_

a+b b+c a+c” 2 P D
2. uzdevums

Uzzimeésim trijstari ABC, kura lenki ir a, B uny, un ap to apvilkto rinka liniju.
Apvilktas rinka Iinijas centru apzimésim ar O, radiusu ar R. Trijstira ABC laukumu
apzimeésim ar S, pusperimetru — ar p, ievilktas rinka linijas radiusu —ar r. Ta ka AABC
ir Saurlenku, tad O atrodas AABC iekSpuse.

a b c a
Ka zinam, —— = ——=——= 2R. No $is sakaribas ieglistam, ka sina = —,
sina  sinf  siny 2R

. ﬁ b . c
sinfl =—unsiny =—.
2R 4 2R
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Saskaitot vienadibas, iegusim:

. . . _a b c . B
sina + sinf + siny _ETE+E'T3 ka

a b c _ath+tc _E(a+b+c) p
VYRR 22k ° R R’
tad sina + sinf + siny = %
Lenkis AOB ir ievilkta lenka ACB atbilstosais A c
centra lenkis.
Tapéc XAOB = 2 - XACB = 2y.
Lidzigi XBOC = 2 - ¥BAC = 2«
un XAOC = 2 - LABC = 2. 30. att.
Aprekinasim trijstiru AOB, BOC un AOC laukumus.

2
Si0B =% OA - OB - sinXAOB = % ‘R-R-sin2y = Rz—sinZy
1 , R% |

Spoc = 2 OB -0C - sinZBOC = sin 2a

1 R?
Sioc = EOA -0C -sinZA0C = ?sin 2
Savukart
R? R? R?
S = SAOB + SBOC + SAOC = 75”12]/ +7sm2a + 75”123 =
R2
== (sin2a + sin2f + sin2y).

28
No ta mésieglstam, ka sin2a + sin2f + sin2y =R_2 .

28
Sakotnéjo uzdevumu varam parfrazet sadi: “pieradit, ka % > Rz .” Pareizinot abas
RZ 2 . S _
pieradamas nevienadibas puses ar —, ieglsim R = — . Ka zinams, — = r . Tapéc
p p p

R
mums pietiek pieradit, ka R = 2r jeb P >r.

Tas ir pieradits 1991. gada olimpiades 10. klases 3. uzdevuma risinajuma.

3. uzdevums

Ar ekvivalentiem parveidojumiem ieglsim, ka

B=1_1+1_1+..._i+i=
q 2 3 4 66 67
1 1 1 1 1 1 1 1
:1+E_2.E+§+Z_2.Z+“.+6__2.&-I_E:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
:1+E+§+Z+...+g+a_2.§_2.Z_Z.g_..._z.&:

1 1 1 1 1 1 1

=(1rg+3tatotg) Tl
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1 1 1 1
=—+—F—+t—=

34 35 36 67
1 1 1 1 1 1 1 1
=(3—4+6—7>+(£+£>+(%+£)+ +(%+5—1)=
67+34 66 + 35 65+36 51+50
T 34. 67 35- 66 36 - 65 50 51
101 101 101 101

326773566 '36-65 T50-51

Esam ieguvusi summu, kas sastav no dalskaitliem. Katram saskaitamajam skaititaja
ir pirmskaitlis 101, bet saucéja- divu skaitlu, kas neparsniedz 67, reizinajums. Tas
nozimé, ka nevienam no dalskaitliem saucéjs nedalas ar 101. DajJu kopsaucéju
apzimésim ar A un pienemsim, ka

34-67-A4; = 35:66-4, = 36:-65-A4; =+ =50-51-4; = A, kur

Aj, Ay, ..., A7 un Air naturali skaitli. Tad

1% _ 101 - Al 101 - AZ 101 - A17

7 34674, 35664, T50-51-4,
_101'A1+101'A2++101'A17_

A
= 1 ]
Ja A dalas ar 101", tad ari skait)i 34 - 67 - 41,3566 A4,,...,50-51 - Ay, dalas ar
101™. Ta ka neviens no reizinajumiem 34 -67, 35-66,... , 50 -51 nedalas ar

101", tad ar 101™ dalas A4,4;,...,A;. Lidzarto ari A; + A, +...+ A7 dalas ar
101™. Ja dalu saisinatu ar skaitli 101", skaititajs vienalga dalitos ar 101. Tas nozimé:
lai arT kadu kopsaucéju meés izvéletos, skaitlis p dalisies ar 101.

4. uzdevums

Sads daudzskaldnis eksisté. Viena no iespéjam ir paradita 31. attéla.
D

RN
N

31. att.
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5. uzdevums

Sakuma uz tafeles uzrakstits viens para un viens nepara skaitlis. Varam tos pierakstit
ka 2k un 2m + 1, kur k un m ir veseli skaitli. Saja gadijuma
ab-a-b + 2 =2k2m + 1)-2k-2m-1+2 =

=4km + 2k-2k-2m +1 = 4km-2m + 1 = 2(2km-m)+ 1,
un uz tafeles tiek uzrakstits nepara skaitlis. Ja nakamaja reizé par a un b izvélamies
vienu para un vienu nepara skaitli, tad atkal tiks pierakstits nepara skaitlis; izveloties
para un nepara skaitli, nav iespéjams palielinat para skaitlu skaitu uz tafeles. Ja par a
un b izvélamies divus nepara skaitlus, tad eksisté tadi veseli skaitli p un q, ka
a=2p+ 1lunb = 2q +1.Tad

ab-a-b+2=0Cp+ 1D2q+1-2p +1)-2q+ 1)+ 2 =

=4pq + 2p + 2q +1-2p-1-29q-1+ 2 = 4pq +1 = 2(2pq) +1

Arl Saja gadijuma uz tafeles tiek uzrakstits nepara skaitlis. Tas nozimé, ka nav
iespéjams panakt, lai uz tafeles paraditos vél kads para skaitlis bez jau sakuma
uzrakstita skaitla 4. Tatad art skaitlis 199419951996 uz tafeles netiks uzrakstits.

42



1998. gads
10. klase

1. uzdevums
Vienadiba yx + y2 = 14, samainot vietam simbolus ,,x” un ,+”, iegistam vienadibu
y + xy? = 14.Jax = 3uny = 2, § vienadiba ir patiesa, jo 2 + 3 - 22 = 14.

2. uzdevums
Sakuma pieradisim kadu Tpasibu saistiba ar trijstira dalu laukumiem. Apskatisim

trijstdri KLM (skat. 32. att.). Punkts O ir trijstira KLM iek$€jais punkts. No punkta L
caur O vilkts nogrieznis LN, kura galapunkts N atrodas

L S S
uz nogriezna KM. Pieradisim, ka KOL _ 2MOL
SKON  SMON
Attalumu no punkta O lidz taisnei KM apzimésim ar h.
) KN-h MN-h
‘ Lidz ar to Skony = — bet Syon = o un
M
K N Skon _ KN
SMoN MN
32. att. o o SKLN KN )
Lidzigi varam iegut, ka = ——. No ta seko, ka
SMLN MN
SkorL  _ SkLN —Skon KN 5 15 Sko.  _ KN Skown
SmoL SMLN —SMON MN SmoL MN SMoON

SKOL _ SMoL

SkoN  SMoN

Atgriezamies pie sakotnéja uzdevuma. Sadalisim ceturto trijstira dalu, ka paradits
33. attela. Vienas dalas laukumu apzimésim ar x, otras — ar y. Pamatojoties uz
sakuma pieradito ipasibu, varam apgalvot, ka

tad

1+x_3
y 2
un
y+2 3 ‘\
X 1’

33. att.

No pédéejam divam sakaribam ar ekvivalentiem parveidojumiem ieglsim, ka

. S - 2+2x =3y
2+2x =3y un y+2=3x . Atrisinot vienadojumu sistému )
y+2=3x
. 8 10 . o 8 10 18 __ L
ieglsim, ka x = Zuny=-—". Atliek saskaitit: x +y = 7 + - =7 Tatad trijstara
18

ceturtas dalas laukums ir ER
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3. uzdevums

Nepara skaitli kapinot naturala pakapé, ieglst nepara skaitli, tapéc 29" ir nepara
skaitlis. Divu nepara skaitJu reizinajums ir nepara skaitlis, tapéc skaitlis 11 - 29" ir
nepara. Divu nepara skaitlu summa ir para skaitlis. Lidz ar to 11 - 29" + 1 ir para
skaitlis. Mazaka vértiba, kadu var pienemt skaitlis 11 - 29" + 1, ir 11-291 +1 > 2.
Vienigais para pirmskaitlis ir skaitlis 2. Ta ka 11-29' +1 > 2, tad apskatamais
skaitlis ir salikts skaitlis visam naturalam n vertibam.

4. uzdevums

Ja kvadrattrinoma x? + px + g = 0 saknes ir x; un x,, bet x? + ax + b = 0 saknes
ir X, un xs, tad x; + x, = —p un x, + x3 = —a. Ta ka x; un x; ir atskirigi skaitli, tad
X1 +x, FX,+x3 ; —p#—a;pF+Fa unp—a+0. Skaitlis x, ir sakne abiem
dotajiem kvadratvienadojumiem, tapéc x2 + px, + q = x3 + ax, + b;

px;, —ax, = b—q; x;(p—a)=b—q . Ta ka p—a+0 , varam abas

b_
vienadojuma puses dalit ar p — a. legusim, ka x, = =
p—a
- b—q
Ta ka xy +x, =—p , bet x+x3=-—qa, tad Xy =-p—x,=—p— —— un
p—a
b—q
X3 = —aA— Xy =—a-— .
p—a

5. uzdevums

Ja spélétajs var panakt, ka péc vina gajiena paliek 4k konfektes (k — naturals skaitlis),

tad vins var uzvarét. Pieradisim to ar matematisko indukciju.

Baze k=1

Péc pirma spélétaja kada gajiena paliek 4 konfektes. KonfeksSu skaits, ko varétu

nemt otrais spélétajs, ir 1, 2 vai 3. Ja otrais spélétajs panem 1 vai 3 konfektes, tad

pirmais spélétajs var panemt atlikusas konfektes un uzvarét.

Ja otrais spélétajs panem 2 konfektes, tad pirmais spélétdjs var nemt vienu. Saja

bridi uz galda palikusi viena konfekte un gajiens jaizdara otrajam spélétajam. Vins

gajienu nevar izdarit, jo iepriek$éja gajiena pirmais spélétajs panéma vienu konfekti.
k=2

Ja péc pirma spélétaja gajiena uz galda paliek 8 konfektes un otrais spélétajs nem 1

vai 3 konfektes, tad pirmais var nemt attiecigi 3 vai 1 konfekti. Saja gadijuma péc

pirma spélétaja gajiena ir palikusas 4 konfektes. Ka jau ieprieks izsecinajam, uzvares

pirmais spélétajs.

Ja otrais spéléetajs nem 2 konfektes, tad pirmais var panemt 3. Uz galda paliek 3

konfektes. Otrais spélétajs var nemt 1 vai 2 konfektes. Attiecigi paréjas konfektes

panems pirmais spélétajs un uzvarés.
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Pareja

Pienemsim, ka pirmais spélétajs uzvar, ja péc kada vina izdarita gajiena uz galda
palikuso konfeksu skaits ir 4, 8, ..., 4n (n = 2). Pieradisim, ka vin$ uzvar ari, atstajot
4(n+1) konfektes.

Ja péc pirma spélétaja izdarita gajiena uz galda palikusas 4(n+1) konfektes un otrais
spélétajs nem 1 vai 3 konfektes, pirmais var panemt attiecigi 3 vai 1 konfekti. Péc
sada gajiena, ko atkal izdarijis pirmais spélétajs, uz galda paliek 4(n+1)-4=4n
konfektes. Péc induktiva pienémuma pirmais spélétajs $aja situacija uzvar.

Ja otrais spélétajs no 4(n+1) konfektém panem 2, pirmais var nemt 3. Uz galda
paliek

4(n+1)-5=4(n-1)+3 konfektes. Otrais spélétajs var nemt 1 vai 2 konfektes, uz ko
pirmais ,atbildés”, panemot attiecigi 2 vai 1 konfekti. Tad péc pirma spélétaja
gajiena uz galda paliks 4(n-1) konfektes. Ari Saja gadijuma pirmais spélétajs uzvar
saskana ar induktivo hipotézi.

Dotaja uzdevuma sakuma uz galda atrodas 1998 konfektes. Pirmais spélétajs var
sakt spéli, panemot 2 konfektes. Tad paliks 1996 = 4 - 499 konfektes, un pirmais
spéléetajs uzvares, pareizi spel€jot.

11. klase

1. uzdevums

Ta ka skaitli x, y un z veido aritmétisko progresiju, tad

y—x=z-Yy,
2y =z +x;
Y=

Lidziga veida apskatisim skaitlus X, y* un z2, kas ari veido aritmétisko progresiju.
leglsim, ka

24,2
Z°+x
y' == (2)
o = . z+x 2 224x2 2242zx4x%  z24x?
No sakaribam (1) un (2) ieglstam, ka ( > ) == 2 =

2(z% +2zx + x%) = 4(z> + x?). No pédéjas vienadibas ar ekvivalentiem
parveidojumiem nondkam pie sakaribas z? —2zx +x%> =0, (z—x)> =0, no

Z+x
kurienes seko, ka z = x. Redzam, ka Sada gadijuma ariy = T =x = Z.

Tapéc arix3 = y3 = z3. Lidz ar to skaitli x3, y3 un z3 veido aritmétisko progresiju,
kuras diference ir 0.

2. uzdevums
ABCD ir paralelograms, tapéc XDAB = XDCB. Apzimésim So lenku lielumu ar a.

Tad XABC = 180° — a. Aprekinasim lenki NBM. Ta ka ABNC un AAMB ir regulari,
tad XCBN = XABM = 60°.
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Lidz ar to INBM = 360° — 60° — (180° — a) — 60° = 60° + «a.

Trijstdris BNC — regulars un ABCD ir paralelograms, tapéc AD = BC = BN = NC.
Lidzigi iegustam, ka DC = AB = MA = MB

(jo AAMB - regulars) N

TakaNC = DA = NB,

INCD = 60° + a = DAM = SNBM  un |y
CD = AM = BM, tad trijstari NCD, DAM un
NBM ir vienadi. Tatad So trijstiru attiecigas
malas ND, DM un MN art ir vienadas. To
veidotais trijsttris NDM ir regulars.

34. att.

3. uzdevums

Jebkurs trisciparu skaitlis, kas beidzas ar ciparu 2, 4, 6 vai 8, dalas ar 2. Tapat ari
jebkurs trisciparu skaitlis, kas beidzas ar 5, dalas ar 5. Neviens no tadiem skaitliem
nav pirmskaitlis.
Tas nozimé, ka mums japarbauda, vai no cipariem 1, 3, 7 un 9 var izvéléties tris ta,
lai jebkurs to veidotais trisciparu skaitlis batu pirmskaitlis. Parbaudisim visas Cetras
iesp&jamas ciparu kombinacijas.

1) No cipariem 1, 3 un 7 var izveidot skaitli 371 =53 - 7

2) Cipari 1, 3 un 9 veido skaitli931 =133 -7

3) 1,7 un9 veido skaitli917 =131-7

4) 3,7 un 9 veido skaitli973 =139 -7
Ka redzams, nav iespéjams izvéléties 3 atskirigus nenulles ciparus ta, lai visi to
veidotie trisciparu skaitli bltu pirmskaitli.

4. uzdevums

Apskatisim, cik dazados veidos var izkrasot tas rutinas, kas atrodas 1. rinda un 1.
kolonna. Gan 1. rinda, gan 1. kolonna ir n ratinas. Viena ritina vienlaicigi ir gan 1.
rinda, gan 1. kolonna. Tatad, saskaitot rutinas, kas atrodas 1. rinda un 1. kolonna,
ieglsim skaitlin + n — 1 = 2n — 1. Katru no $im rGtinam iesp&jams izkrasot divos
veidos — vai nu baltu, vai sarkanu. Tatad 1. rindas un 1. kolonnas ratinu atskirigo
iespéjamo krasojumu skaits ir 22"*. Pieradisim, ka katram no iem krasojumiem
atbilst tiesi viens veids, ka izkrasot paréjas ratinas, N

lai izpilditos uzdevuma nosacijumi. A

Apskatisim kvadratu ar izmeériem 2x2 ratinas, kas
atrodas kreisaja augsSeja stari. Ir zinams, ka
izkrasotas tris no Cetram rutinam Saja kvadrata.
Paradisim, ka pastav tikai viens veids, ka krasojama
ceturta ratina, lai izpilditos uzdevuma prasitais. Ja 3
ratinas ir sarkanas (vai baltas), tad ceturtajai ratinai
jabut baltai (vai sarkanai). Ja divas ratinas ir

35, qgtt.
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sarkanas (baltas), bet viena balta (sarkana), tad ceturtajai ratinai jabat sarkanai
(baltai).

Tatad nxn ratinas liela kvadrata pirmas rindas un pirmas kolonnas ratinu krasojums
viennozimigi nosaka krasojumu 2. kolonnas otrajai rutinai.

Izvelésimies 2x2 ratinas lielu kvadratu, kas sastav no otras un tresas ritinas 1. un 2.
kolonna. Triju ratinu krasa Saja kvadrata ir zinama, tapéc varam noteikt, kada krasa
jabat ceturtajai ratinai.

Péc tam, aizvien izvéloties kvadratu, kas atrodas par ratinu zemak neka ieprieks€jais
apskatitais, varam noteikt krasu visam 2. kolonnas ratinam. Kad esam to izdarijusi,
varam izvéléties kvadratu, kas sastav no pirmas un otras ratinas 2. un 3. kolonna.
Tad varésim noteikt krasojumu 3. kolonnai un péc tam ari 4., ..., n-tajai kolonnai.
Redzam, ka pastav tikai viens veids, ka izkrasot nxn ratinas lielu kvadratu, ja zinams
krasojums pirmajai rindai un pirmajai kolonnai. Ka jau noskaidrojam, pirmas rindas
un pirmas kolonnas ritinas iespéjams nokrasot 221 atskirigos veidos.

Lidz ar to pastav 221 atskirigi veidi, ka izkrasot nxn ratinas, lai izpilditos visi
uzdevuma nosacijumi.

5. uzdevums

Pirmaja svérsana salidzinam jebkuras 3 monétas ar jebkuram citam 3 monétam.

1) Jasvari ir lidzsvara, tad atskirigas masas monéta ir viena no nesvértajam.

2. svérSana salidzinam visas Cetras atlikusas monétas un vienalga kuras 4
monétas, kas tika izmantotas iepriek$éja svérSana. Ja iepriekS nesvérto
monétu kopéja masa ir lielaka neka Cetram iepriekS svértam monétam, tad
atskiriga monéta ir smagaka par paréjam. Pretéja gadijuma ta ir vieglaka.

2) Ja svari nav lidzsvara, tad atSkirigas masas monéta ir viena no svértajam. Bez

tam, ja ta ir smagaka par citam, tad atrodas smagakaja svaru kausa, bet, ja
vieglaka — tad vieglakaja.
2. svérSana nemam tas 3 monétas, kuru masa izradijas mazaka, un jebkuras
3 monétas, kas ieprieks netika svértas. Ja svari bis lidzsvara, tad atskiriga
monéta ir smagaka par citam un atrodas starp monétam, kuru kopiga masa
pirmaja svérsana bija lielaka. Ja svari nav [idzsvara, atSkiriga monéta ir
vieglaka par paréjam.

12. klase

1. uzdevums

Parveidosim doto izteiksmi sadi:

) \/E( . 1 1 )
sinx — cos x sin x 7 cos x N
=/2(sinx - cos45° — cosx -sin45°) = V2 sin(x — 45°).
Ta ka izteiksme sin(x — 45°) pienem visas realas vértibas no intervala [-1; 1] un
nekadas citas, tad izteiksme V2 sin(x — 45°) pienem vértibas no ntervala [-v2 ; V2]
un nekadas citas.
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2. uzdevums

Paskatisimies, kas veido kuba projekciju uz taisnes (skat. 36.
att.). Kuba projekciju var izteikt ka Skautnu AB, BC un CD
projekciju summu. Viegli parliecinaties, ka paralélu kuba
Skautnu projekciju garumi ir vienadi. Tas nozimé, ka, lai
aprékinatu kuba projekcijas garumu, jaatrod projekciju
garumi trijam tadam kuba Skautném, no kuram nekadas
divas nav paralélas. Apzimésim lenkus starp Sim Skautném un
36. att. taisni, uz kuras projicéts kubs, ar ay, a, un as. Ta ka kuba
Skautnes garums ir 1, tad Skautnu projekciju garumi ir cosa;,

cosa, un cosas. Kuba projekcijas garums tatad ir cosa; + cosa, + cosas.

Apskatisim, kas veido kuba projekciju plakné uzdevuma aprakstitaja situacija. ,No
plaknes” ir redzamas tadas tris kuba skaldnes, starp kuram nav divu paralélu. Sadu
triju skaldnu projekciju summa veido kuba projekciju plakné. Apzimésim lenkus
starp Sim skaldném un projekcijas plakni ar 1, B, un Bs. Dota kuba skaldnu laukumi
ir 1, tapéc to projekciju laukumi ir cosp;, cosB, un cosPs. Pasa kuba projekcijas
laukums ir cosP; + cosP; + cosps.

levérosim, ka katrai no izvélétajam skaldném var atrast tieSi vienu tadu izvéléto
Skautni, kas tai ir perpendikulara. Ta ka taisne, uz kuras projicéts kubs, ir
perpendikulara uzdevuma dotajai projekcijas plaknei, tad Skautne ar $o taisni veido
tadu pasu lenki ka tai perpendikulara skaldne ar projekcijas plakni.

Lidz ar to cosa; + cosa, + cosas= cosP; + cosP, + cosPs, tatad abu uzdevuma
aprakstito kuba projekciju skaitliskas vértibas ir vienadas, k.b.j.

3. uzdevums

Ta ka skaitliem n, 2n, 3n, 4n=2%nun 5n ir jabat naturalu skaitlu veselam pakapém ar
kapinataju, lielaku par 1, tad meklésim skaitli n ka skaitlu 2, 3 un 5 pakapju

reizinajumu.
Apzimésim mekl&to skaitli ar 2% - 3Y - 5%. Tad n = 2% - 37 - 5%; 2n = 2**1.3Y . 5%,
3n = 2%.3YT1.5% 4n = 2¥*+2.3Y . 5% 5p = 2% . 3Y . 57F1 Lai izpildTtu

uzdevuma prasibas, jaatrod tadi nenegativi veseli skaitli x, y un z, lai gan skaitliem x,
Y, Z, gan x+1, y, z, gan x, y+1, z, gan x+2, y, z, gan ari X, y, z+1 batu kads kopigs
dalitajs, kas lielaks par 1.
Apskatisim vienu veidu, ka atrast skaitlu trijnieku x, y, z, kam $is Tpasibas izpildas.
Ja par x, y un z nemsim para skaitlus, tad skaitliem x, y, z un x+2, y, z ir kopigs
dalitajs 2.
Meklesim skaitlus x, y, z ta, lai

X, y un z+1 dalitos ar 3

x+1, y un z dalitos ar 5

X, y+1 un z dalitos ar 7.
Tad x dalas gan ar 2, gan 3, gan 7. Skaitli 2, 3 un 7 ir savstarpéji pirmskaitli, tapéc x
dalas ar 2:3-7=42. Lidzigi y dalas ar 2:3:5=30 un z dalas ar 2-5-7=70. Ta ka x jadalas ar
42, bet x+1 — ar 5, tad par x varam nemt skaitli 84. Savukart par y varam nemt skaitli
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90, jo 90 dalas ar 30, bet 91 — ar 7. Par z varam nemt skaitli 140, jo 140 dalas ar 70,
bet 141 —ar 3. Lidz ar to varam uzrakstit skaitli n, kam izpildas uzdevuma prasitais:

n =284 .39 . 5140 — (42,345, 570)2

on = 285 .39 . 5140 — (17, 318, 528)5

3n = 284 .391. 5140 = (12, 313, 520)7

4n = 286 .39 . 5140 — (943, 345, 5702

5p = 284.390 . 5141 — (228330, 547)3

4, uzdevums

Visiem pozitiviem skaitliem x un y ir spéka nevienadiba (\/E—\/;)Z = 0. Tatad
x—2\xy+y=0,x+y=2/xy.

Uzdevuma dotie lielumi a, b un c ir pozitivi, tapéc ir spéka nevienadibas
a+b=2Vab, b +c = 2bc una +c = 2/ac.

Lidz ar to varam veikt $adu novértéjumu:
a b c a b c abc

1
+ + < : : = =—
at+b b+c c+a” 2vJab 2vVbc 2vVca 8Vab-bc-ca 8

Esam ieguvusi vajadzigo.

5. uzdevums

Pirmo aritmétiski progresiju veidosim no skaitliem 1, 3, 5, ..., 2n-1, .... Sis progresijas
diference ir 2. Visi atlikusSie skaitli 2, 4, 6, 8, ..., 2n, ... ari veido aritmétisko progresiju
ar diferenci 2.

Otro aritmétisko progresiju veidosim, nemot 1., 3., 5., utt. skaitli, kas neietilpst
pirmaja aritmétiskaja progresija, tatad tad bas 2, 6, 10, 14, ..., 2(2n-1), ... Sis
progresija diference ir 4. Skaitli, kas neietilpst ne pirmaja, ne otraja progresija ir
4,8,12,16, ..., 4n, ... Ari tie veido aritmétisko progresiju ar diferenci 4.

Veidosim treSo aritmeétisko progresiju lidzigi ka otro — nemsim 1., 3., 5., utt. skaitli
no tiem, kas nav ieklauti neviena no musu lidz Sim izveidotajam progresijam. Tatad
tresa aritmétiska progresija bis 4, 12, 20, ..., 4(2n-1), ... Tas diference ir divreiz
lielaka neka otrajai progresijai, tatad 8.

$adi turpinot, varam izveidot ari k-to aritmétisko progresiju, kuras diference bis 2¥,
no skaitliem 2k=1, 2k=1 4 2k 2k=1 4 2.2k 2k-1(2n —1),...

jeb 2k=1 3.2k=1 5.2k=1" (2n—1)-2k"1 ... Tad skaitli kas nebis ieklauti
neviena no izveidotajam progresijam, bas 2K, 2.2k 3.2k 4.2k .2k ..
Redzam, ka sadi varam turpinat bezgaligi.

Parbaudisim, vai Sadi veidotam aritmétiskam progresijam izpildas visi uzdevuma
nosacijumi.

Katras nakamas progresijas diference ir divreiz lielaka neka iepriekséjai, tatad
nekadam divam progresijam diferences nav vienadas.

Nevar but, ka kads skaitlis ietilptu divas progresijas, jo katru jauno progresiju
veidojam no skaitliem, kas vél neietilpa neviena no iepriek$€jam progresijam.
Paradisim, ka katrs naturals skaitlis ietilpst kada no progresijam. Katru nakamo
progresiju sakam veidot ar mazako iepriekseéjas progresijas neieklauto naturalo
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skaitli. Tas nozimé, ka, ja k-ta progresija sakas ar skaitli 2¥~1, tad visi naturalie
skaitli, kas mazaki par 2¢71, jau ir ieklauti iepriek$éjas progresijas. Bet, ki zinam,
katram naturalam skaitlim m var atrast tadu naturalu skaitli k, ka 21 > m . Lidz ar
to esam paradijusi, ka jebkur$ naturals skaitlis ietilpst kada no musu izveidotajam
aritmeétiskajam progresijam.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka var izveidot bezgaligi daudzas bezgaligas aritmétiskas
progresijas, lai visi uzdevuma nosacijumi izpilditos.
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2001. gads
10. klase

1. uzdevums

Apskatisim izteiksmi

X2 x(x+ D2 (x+2)2x(x+3)%*x(x+4)2*(x+5)2%*(x+6)*(x +7)?,
kur “*” vieta ir “+” vai zimes. Saliekot zvaigznisu vieta ir “+” vai Zimes un
atverot iekavas, ieglistam polinomu Ax? + Bx + C, kur A, B un C atkarigi no zimju
izvéles. Visam x vértibam $1 polinoma veértiba ir vienada ar nulli tad un tikai tad, ja
A=0, B=0 un C=0.

Atverot iekavas, ieglst, ka

o n “un

A=1*¥1*1*1%1%1%1%1 (1)
B=0*2*4*6*8*10%*12*14 (2)
C=0*1*4*9*16%*25%36*49 (3)

Sakotnéjo uzdevumu tagad var reducét uz uzdevumu “atrast “+” un “-” zZimju virkni,
ar kuru A=B=C=0". Vienadojuma (1) labaja pusé katrs saskaitamais ir vai nu +1, vai -
1. Lai Sis izteiksmes vértiba batu vienada ar nulli, “+” un “-” zZimju skaitiem jabat
vienadiem, tatad Cetriem saskaitamajiem jabat ar “+” zimi, Cetriem — ar “-” zimi.
Pirmais saskaitamais ir ar “+” zimi, tatad tris zvaigzniSu vietas jabat “+” zimém, bet
paréjas Cetras - “-” zimém. Tatad ikvienai “+” un Zimju virknei, kura “+” zZime ir 3
reizes, bet “-” zime — Cetras, A=0. Vél atliek izdomat, kada gadijuma ari B=0 un C=0.
Apskatisim vienadojumu (2) (vai (3)). B (vai C) vieta liksim nulli un tos skaitlus, kam
prieksa jaraksta “-” zime, parnesisim uz vienadojuma kreiso pusi. leglta vienadiba ir
patiesa, tatad labas puses izteiksmes vertiba ir tada pati, ka kreisajai pusei. Bez tam
visi saskaitamie ir nenegativi. Saskaitot vienadibas abas puses, ieglisim summu tiem
skaitliem, kurus saista zvaigznites. Ta ir ari divkarSota summa saskaitamajiem ar “+”
zimi, ka art divkarSota summa saskaitamajiem ar “-”zimi. Jau ieprieks noskaidrojam,
ka “+” zZime zvaigznites vieta jaraksta 3 reizes. Ta ka vienadojuma (2) (un(3)) pirmais
saskaitamais ir vienads ar nulli, bet paréjie ir no nulles atskirigi skaitli, tad summa,
kas veidojas, saskaitot skaitlus, kuru priekSsa rakstama “+” zime, ir divreiz mazaka
neka summa, kas veidojas, ja visu zvaigznisu vieta rakstitu “+” zZimi. Vienadojuma (2)
nenegativo loceklu summa ir

1
§(0+2+4+6+8+10+12+14)=28,
bet vienadojuma (3) ta ir

1
E(0+1+4+9+16+25+36+49)270'

Meéginasim vienadojuma (3) atrast 3 skaitlus, kuru summa ir 70. Parbaudisim, vai
viens no Siem skaitliem var bat 49. Tada gadijuma paréjo divu summai jabut 70-
49=21. No dotajiem skaitliem mazaki par 21 ir tikai 1, 4, 9 un 16, tacu 16+9>21, bet
16+4<21. Skaidrs, ka summa 9+4 un visas paréjas summas ir mazakas par 16+4,
tatad ari par 21. Tas nozimé, ka skaitlis 49 nav viens no meklétajiem skaitliem. Atliek
6 skaitli, no kuriem trijiem summa vajadzétu dot skaitli 70. Parbaudisim, vai viens no
tiem var but 36. Ja var, tad no paréejiem skaitliem izvéléto divu summa ir 70-36=34.
Pienemot, ka otrais skaitlis ir 25, treSajam jabut 34-25=9, kas ari ir viens no
atlikusajiem skaitliem. Tatad esam atradusi vienu veidu, ka izvéléties tris skait|us,

o n
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kuru summa ir 70. Parbaudisim, vai ir vél kads cits veids. Ar skaitli 36 citu Sadu
summu izveidot nav iespéjams, jo 36+16+9<70. Vel atliek skaitli 1, 4, 9, 16 un 25. No
Siem skaitliem triju lielako summa ir mazaka par 70, tatad neder ari neviena cita
summa, kas izveidota no trim skaitliem.

Esam ieguvusi vienu vienigu veidu, ka vienadojuma (3) izvéléties 3 skaitlus, kuru
summa ir 70. Sadu summu dod 4., 6. un 7. saskaitamais.

Vél atliek parbaudit, vai 4., 6. un 7. saskaitamais vienadojuma (2) labaja pusé dod
summu 28. Redzam, ka 6+10+12=28.

Tatad vienigais veids, ka zvaigzniSu vieta ievietot “+” un “-”
dotas izteiksmes vértiba visiem x butu vienada ar nulli, ir

X2 —(x+1)2—(x+22+x+3)2—-(x+4)>°+(x+5%?+ (x+6)* = (x+7)2.

zimes, lai uzdevuma

2. uzdevums

1. risin@jums

Pienemsim pretéjo tam, kas japierada. Tad jebkuru cetru péc kartas nemtu skaitju
summa mazaka par 4. Pieradisim, ka tada gadijuma neizpildas paréjie uzdevuma
nosacijumi.

Apzimésim uzrakstitos skaitlus péc kartas ar a4, ay, ..., a;. Ar i apzimésim naturalu
skaitli robezas no 1 Iidz 7. Sauksim a; par pirmo saskaitamo Cetru péc kartas
uzrakstitu skaitlu summa, ja a; taja tiek ieskaitits, tacu a;_1 (gadijuma, kad i # 1)
vai a; (kad i = 1) ieskaitits netiek. Sadu summu, kuras pirmais saskaitamais ir a;,
apzimésim ar §;.

Apskatisim visas iespéjamas summas S;. Katrai
summai S; atbilst tieSi viens pirmais saskaitamais
a;, un katrs skaitlis a; ir pirmais saskaitamais tieSi
vienai summai S;. No ta izriet, ka pastav tiesi
septini veidi, ka izvéleties cetru péc kartas
uzrakstitu skaitju summu. Meés apskatisim
gadijumu, kad katra no Sim summam mazaka par
4, tatad visu septinu summu summa ir mazaka
par 4-7 =28. Apzimésim $o summu ar S.
Apskatisim, kas veido So summu. Skaitlis a,
ietilpst Cetras summas — S, S7, Sg un Ss. Tatad
summa S tas ir ieskaitits tiesi ¢etras reizes. Lidzigi
spriezot, var izsecinat, ka katrs no uzrakstitajiem
skaitliem summa S ieskaitits tieSi Cetras reizes. Tas nozimé, ka S ir CetrkarSota
uzrakstito skaitlu summa. Uzdevuma teikts, ka uzrakstito skaitlu summa ir 7. No ta
seko, ka

37. att.

§=4-7=28 (1)
Pienemot, ka katra no summam S; ir mazaka par 4, ieguvam, ka cetrkarSota
uzrakstito skaitlu summa ir mazaka par 28:

S<28. (2)
Ir iegta pretruna starp sakaribam (1) un (2). Ar to ir pieradits, ka kadas summas S;
vértiba ir vismaz 4.
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2. risindjums

Apzimeésim uzrakstitos skaitlus péc kartas ar a4, a,, ..., a;.

leviesisim apziméjumu S;;; = a; + @ + a, +a;, kur i, j, k, | ir naturali skaitli
robezas no 1 lidz 7. Apskatisim uzdevuma dotajam pretéjo gadijumu. Pienemsim , ka
jebkuru €etru péc kartas nemtu skaitlu summa ir mazaka par 4.

Apskatisim summas S1y34 UN Sse71.

S1234<4

Sse71<4

S1234+Ss671< 4+4

agta;+az+as+as+ag+a;+a; <8

7+a1<8
a1<8—7
a1<1

Lidziga veida,
apskatot S;345 un Sg71, iegust, ka a, < 1;
apskatot Sssse Un S7123, iegust, ka az < 1;

apskatot S7123 un Syse7, iegust, ka a; < 1.
leguvam, ka katrs no uzrakstitajiem skaitliem ir mazaks par 1. Tad
agtatazt+a,+as+agt+a; <1+1+1+1+1+1+1
Takaa, +a; +az +ay +as + ag + a; = 7, esam ieguvusi, ka 7<7 — pretruna.
leglta pretruna pierada: ja pa rinka liniju izrakstiti septini reali skaitli, kuru summa ir
7, tad nevar bat, ka jebkuru Cetru péc kartas nemtu skaitlu summa ir mazaka par 4.
Tas nozimé, ka vismaz vienai no Sim summam jabat lielakai vai vienadai ar 4.

3. uzdevums

Apskatisim sadu uzdevumu:
“Rinka linija ortogonali projicéta uz tas pieskari. Kada sakariba pastav starp radiusa
garumu un attalumu starp rinka linijas centru un projekcijas gala punktiem?”

Apzimésim pieskari ar a. Lai atrastu vajadzigo projekciju, novilksim rinka Iinijai vel
divas pieskares ta, lai tas butu perpendikularas pret a. Tas nosauksim par b un c. Vel
ievedisim Sadus apzimé&jumus:

O —rinka Inijas centrs;

A, B un C — pieskaru a, b un c pieskarsanas punkti;

K —taiSnu a un b krustpunkts;

L — taiSnu a un c krustpunkts;

4 R —radiusa garums.

b c

al d 3 0Ala, jo OA — radiuss, kuram ar pieskari a kopigs
punkts A.

38. att. Attiecigi OB L bun OC L c.

Apskatisim Cetrstlri AOBK un noteiksim attalumu starp punktiem O un K. AOBK ir

kvadrats, jo taja tris lenki ir taisni (OAK, AKB un KBO) un AO=0B=R. Nogrieznis OK ir

& kvadrata diagonale. Tapéc OK = AO -2 = R+/2.
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Veicot lidzigus spriedumus par cetrsturi AOCL, nonaksim pie secinajuma, ka
OL = A0 -2 = RV2 = OK.

No ieglta rezultata varam secinat: ja rinka linijas ar radiusu R ortogonali projicéta uz
tas pieskari, tad attalumi no rinka linijas centra lidz projekcijas galapunktiem ir Rv/2.

Sakotnéja uzdevuma bija dots trijsturis un taja
ievilkta rinka linija. Citiem vardiem sakot, ir
rinka Iinija, kurai apvilkts trijstaris.

Apzimésim rinka linijas radiusu ar r un centru ar
O. Katra trijstura mala atrodas uz rinka Iinijas
pieskares. Rinka linija projicéta uz malam, tatad
uz pieskarem. Ka meés zinam, visu S$adu
projekciju galapunkti no rinka Iinijas centra
atrodas attaluma V2. Tas nozimé, ka visi sedi projekciju nogrieznu gala punkti
atrodas vienada attaluma no punkta O, un caur tiem var novilkt rinka Iniju ar
radiusu 72 un centru punkta O.

39 att.

4. uzdevums

Ka zinams, katru naturalu skaitli, kas lielaks par 1, iespéjams uzrakstit ka pirmskaitli
vai pirmskait|u reizinajumu jeb sadalit pirmreizinatajos. Tapéc katra naturala skait|a,
kas lielaks par 1, kvadratu iespéjams uzrakstit ka pirmskaitla kvadratu vai
pirmskaitlu kvadratu reizinajumu. Tatad, ja kada naturala skaitla kvadratu sadala
pirmreizinatajos, tad katrs pirmreizinatajs q; Saja reizinajuma ietilpst para skaitu
reizu.
Pienemsim, ka skaitlis (2n+1)(6n+5) ir naturala skaitla kvadrats. Viegli parliecinaties,
ka naturalam n vértibam Sis skaitlis ir vismaz 33, tatad lielaks par 1. Tada gadijuma
ieprieks aprakstita 1pasiba izpildas.
Atradisim lielako skaitli, ar kuru dalas gan 2n+1, gan 6n+5. Ja skaitli 2n+1 un 6n+5
dalas ar k, tad tos var pierakstit ka 2n+1=kA; un 6n+5=kA,, kur A; un A, — veseli
skaitli. Tad ari6n + 5 —-3(2n+ 1) = kA, — 3kA; = k(A, — 34;) dalas ar k, tacu
6n+5—-3(2n+1)=6n+5—6n—3 =2. Tatad vienigie skaitli, ar kuriem
varétu dalities gan 2n+1, gan 6n+5, ir 2 un 1. Ta ka 2n+1 ir nepara skaitlis, tad tas
nedalas ar 2. Varam secinat, ka vienigais skaitlis, ar kuru dalas gan 2n+1, gan 6n+5, ir
skaitlis 1.
Apskatisim skaitla (2n+1)(6n+5) sadalljumu pirmreizinatajos. Ja skaitlis q; ir skaitla
2n+1 pirmreizinatajs, tad tas noteikti nav pirmreizinatajs skaitlim 6n+5, citadi skaitli
2n+1 un 6n+5 abi dalitos ar q;. Lidzigi, ja q; ir skaitla 6n+5 pirmreizinatajs, tad tas nav
2n+1 pirmreizinatajs. Ta ka més pienémam, ka (2n+1)(6n+5) ir vesela skaitla
kvadrats, tad katrs pirmreizinatajs taja atkartojas para skaitu reizu. Ta ka skaitliem
2n+1 un 6n+5 nav kopigu pirmreizinataju, tad ari skaitlu 2n+1 un 6n+5 sadalijumos
pirmreizinatajos katrs pirmreizinatajs atkartojas para skaitu reizu. Savukart tas
nozimé, ka gan 2n+1, gan 6n+5 ir vesela skaitla kvadrats.
Katru veselu skaitli var uzrakstit ka 3k, 3k+1 vai 3k+2, kur k ir vesels skaitlis.
Apskatisim, kadu atlikumu var dot vesela skaitla kvadrats, dalot ar 3:

(3k)?:3 = 9k?:3 = 3k? atl.0
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(3k +1)?%:3 = (9k? + 6k + 1):3 = 3k? + 2k atl.1

(3k +2)%:3 = (9k? + 12k + 4):3 = 3k? + 4k + 1 atl. 1.
Redzam, ka atlikums var bt tikai O vai 1. Tacu

(n+5):3=2n+1atl. 2,
tatad skaitlis 6n+5 nav vesela skaitla kvadrats. Esam ieguvusi pretrunu. Tas pierada,
ka nekadam naturalam n skaitlis (2n + 1)(6n + 5) nav vesela skaitJa kvadrats.

5. uzdevums

Apzimeésim telpas péc kartas ar skaitliem no 1 lidz 11. Policija péc kartas parbauda
telpas no 2. Iidz 10., péc tam vélreiz otro un péc kartas lidz desmitajai.

1) Ja sakuma noziedznieks atrodas telpa ar para numuru, tad sakuma vai nu
noziedznieks un policists atrodas viena telpa, vai ari starp noziedznieku un policistu
ir nepara skaits telpu. Nakamaja diena vai nu policists atrod noziedznieku, vai arl
starp viniem ir nepara skaits telpu. Bez tam Sis skaits nav lielaks ka iepriekséja diena.
lzdarot gajienu uz telpu ar mazaku numuru ka iepriek$éjai, noziedznieks noklust
tuvak policijai. Ja starp noziedznieku un policiju ir tikai viena telpa, tad
noziedzniekam vienigais labvéligais gajiens ir uz telpu ar lielaku numuru. Kad policija
bls nonakusi Iidz 9. telpai (ja noziedznieks vél nav nokerts), tad vél aizvien starp
noziedznieku un policiju ir nepara skaits telpu, tatad noziedznieks var atrasties tikai
11. telpa. Nakamaja nakti noziedznieks dodas uz 10. telpu, kuru ari pa dienu
parmeklé policija.

2) Ja sakuma noziedznieks atrodas telpa ar nepara numuru, tad vins var brivi
parvietoties no telpas uz telpu, [idz policija nonak lidz 10. telpai. Saja laika, kamér
policija parmeklé telpu ar para numuru, noziedznieks atrodas telpa, kuras numurs ir
nepara skaitlis, un otradi. Kad policija parmeklé 2. telpu otro reizi, gan policija, gan
noziedznieks atrodas telpas ar para numuriem. leprieks jau pieradijam, ka policija
noteikti atradis noziedznieku, parmekléjot telpas péc kartas lidz desmitajai.

11. klase

1. uzdevums

Pieradisim divas 1pasibas par skaitJu daliSanos ar 7.

1) Ja skaitlis dalas ar 7, tad arl $1 skaitla reizinajums ar jebkuru veselu skaitli
dalas ar 7.

Dots skaitlis, kas dalas ar 7. To ir iespéjams uzrakstit ka vesela skaitla A reizinajumu

ar skaitli 7, tatad ka A - 7. So skaitli pareizinot ar veselu skaitli a, ieglsim «- 4 - 7.
A7

legltais skaitlis dalas ar 7, jo a un A ir veseli skaitli, tatad dalijjums =a-Air

vesels skaitlis.
2) Ja divi skaitli dalas ar 7, tad ari to summa un starpiba dalas ar 7.
Doti divi skaitli, kas dalas ar 7. Uzrakstisim tos ka B -7 un C - 7, kur B un C — veseli
skaitli. lzveidosim doto skaitlu summu (un starpibu):
B-7+C-7=(BxC)-7.
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Ta ka skaitli B un C ir veseli skaitli, tad ari to summa un starpiba ir veseli skaitli. Tos
reizinot ar 7, iegust skaitlus, kas dalas ar 7.
Kombinéjot nupat apskatitas Tpasibas, ieglsim Sadu sakaribu — ja skaitli x; un x;
dalas ar 7, tad ari skaitlis ax;+Bx,, kur a un B ir veseli skaitli, dalas ar 7.
Ja 5a+4b un 4a+3b dalas ar 7, tad ari —3(5a+ 4b) +4(4a+3b) un
4(5a + 4b) — 5(4a + 3b) dalas ar 7. Bet
—3(5a + 4b) + 4(4a+3b) = —15a—12b + 16a + 12b = a
4(5a + 4b) — 5(4a + 3b) = 20a + 16b — 20a — 15b = b.
Tatad skait]i a un b dalas ar 7. Katru no tiem var uzrakstit ka vesela skaitla
reizinajumu ar skaitli 7. leviesisim jaunus apziméjumus:a =7 -D; b =7 - E.
a-b=7-D-7E=49-D -E.
Ta ka D un E ir veseli skaitli, tad 49 - D - E dalas ar 49. Tatad ab dalas ar 49.

2. uzdevums

Pienemsim, ka cilvéku daudzumi, ar kuriem 10 sapulces dalibnieki sarokojas, ir 9; 9;
9; 8; 8; 8; 7; 6; 4; 4. Tada gadijuma sapulces dalibnieku vidd ir divi tadi, kas ir
sarokojusSies ar tieSi Cetriem citiem. Nosauksim Sos divus cilvékus par A un B.
Saskaitisim, ar cik cilvekiem ir sarokojies A un ar cik — B, un So skaitlu summu
apzimésim ar S. Zinams, ka A un B katrs ir sarokojies ar 4 cilvékiem, tapéc S=4+4.

S=8 (1)
Ir tris citi sapulces dalibnieki, no kuriem katrs ir sarokojies ar 9 cilveékiem, tatad ar
visiem paréjiem, to skaita gan ar A, gan ar B. Vél ir 3 sapulces dalibnieki, no kuriem
katrs ir sarokojies ar 8 cilvékiem, tatad katrs no viniem nav sarokojies ar tiesi vienu
sapulces dalibnieku. Tas nozimeg, ka ikviens no Siem 3 cilvékiem ir sarokojies ar A vai
B (vai abiem), jo pretéja gadijuma bdtu jau 2 cilvéki, ar kuriem vins$ nav sarokojies.
Apskatisim, kas veido summu S. Ir 3 cilveki, kas ir sarokojusies gan ar A, gan B, un 3
cilveki, ar kuriem ir sarokojies vismaz viens no cilvekiem A un B. Tatad S vértiba ir
vismaz 3+3+3, tapéec

$=9 (2)
S vieta ievietojot vértibu no sakaribas (1), ieglistam nevienadibu 8 > 9, kas nav
patiesa. Ir ieglta pretruna, tatad uzdevuma minéta situacija nav iespéjama.

3. uzdevums

Uz rinka linijas atliekot desmit punktus, ka prasits uzdevuma, un tos péc kartas
savienojot ar nogriezniem, ieglsim regularu desmitstari. Apzimésim septinas péc
kartas nemtas virsotnes ar burtiem I, J, A, B, C, D un E. Cetrstaris JABC ir trapece ar
pamatiem JC un AB, jo XJAB = XCBA un AJ = BC. Tatad nogriezni AB un CJ ir
paraléli, bez tam XCJA = XC]B. Ta ka XIJA = <DCB un XCJA = XJCB, tad ari
lenki 1JC un DCJ ir vienadi. Cetrstiris 1JCD ir trapece ar pamatiem ID un JC, jo
LIJC = XDCJ un JI = CD. Tapéc nogriezni ID, JC un AB ir paraléli. Lidzigi varam
pieradit, ka ari Eetrstiri ABCD un JADE ir trapeces un nogriezni BC, AD un JE ir
paraléli. levérosim, ka horda ID sadala rinka liniju divos vienados lokos, tatad ta ir
diametrs. Ar1 JE ir rinka linijas diametrs, jo sadala to divos vienados lokos. Tatad
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ID =JE = 2R. Nogrieznu ID un JE
krustpunkts ir rinka [linijas centrs.
Apzimésim to ar O. Nogrieznu AD un JC
krustpunktu apzimésim ar K. Cetrstris
ABCK ir paralelograms, jo AB paraléls KC
un BC paraléls AK, tapéc malas BC un AK
ir vienadas. Tapéc AD —BC = AD —
AK = DK. Cetrstaris  JKDO ir
paralelograms, jo JK paraléls OD un KD
paraléls JO, tapéc malas KD un JO ir
vienadas. Ta ka punkts O ir rinka Iinijas
centrs, bet J atrodas uz rinka linijas, tad
JO = R. Esam ieguvusi, ka AD —BC =
DK = ]JO = R, kas ar1 bija japierada.

4. uzdevums

1. risin@jums

Izveidosim taisnlenka trijstari ABC, kur
XC=90°, BC=a +a,+--+a, un
AC=b;+b, +-+b,. Saja trijstiri
iezimésim taisnlenka trijstarus
A:B;C{,A;B,C,, ..., A, B,C, , tadus, ka
AC =b;, BC =aq,, XA CB; = 90°,
A; = Bi_; un A;G||AC (i — vesels skaitlis

robezas no 1 lidz n). Sajos trijstaros lenkus

CiA;B; apzimésim ar q;. Ka redzam, 41. att.
a; aitar+-+ay

— = tg ¢ un ———— = tgACAB.

b; b1+by+-+by,

Ta ka visi lenki o; un <XCAB ir Sauri un tangensa funkcija Sauriem lenkiem ir augosa,
tad mums pietiek parbaudit, vai ir iespéjams, ka visi lenki ai, ay, ... a, ir mazaki
par XCAB.

Ja a; mazaks par lenki CAB, tad punkts B; atrodas zem taisnes AB. Caur So punktu
novilksim taisni t;, kas paraléla AB. Ja lenkis a, mazaks par lenki CAB, tad punkts B,
atrodas zem taisnes t;. Caur So punktu paraléli taisnei AB novilksim taisni t,. Lidzigi
turpinot, ieglsim, ka punkts Bs; atrodas zem taisnes t,, ... , punkts B, atrodas zem
taisnes t,.1. Taisne t,.; atrodas zem taisnes t,.,, ..., t; atrodas zem AB. Nogriezna AC
garums sakrit ar nogrieznu A;C; = by,A,C, = by, ... ,A,C, = b, summu, tatad
punkts B, atrodas uz nogriezna BC, bez tam CB,<CB. legutais nogriezna CB, garums
ir nogrieznu C;B; = a1,C;B, = a,, ... ,C,B, = a,, garumu summa. Ari trijstira ABC
kateti CB izveidojam ka nogrieznu a4, as, ..., @, summu. Esam ieguvusi nevienadibu

agt+ay+---+a,<a+a+--+a, kas nevar bit patiesa. Tatad dala

aitaz+---+ay o L _ o aq1 ap an
————  nevar bt lielaka par visam dalam — ; —;... ;,—.
b1+by+--+by b1 by by
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2. risindjums

Saja uzdevuma katras dalas skaititaju iespéjams interpretét ka cela gabalu jeb
attalumu, bet saucéju — ka 3i cela veikSanas laiku. Tad dala apraksta atrumu, kada
veikts attiecigais celS. Kopigais celS sastav no n atseviskiem cela posmiem
ay, ay, ..., a,, bet kopigo laiku veido atsevisko laika posmu by, by, ..., b, summa. Nav

. S - ajtazt-+ap . o=
iespéjams, ka kopéjais atrums ———— parsniedz katra atseviska cela posma
bi1+by+--+by,
- - ai a an
veikSanas atrumu —; —; ... ; —.
by b3 by

5. uzdevums

Sauksim konfeksu kaudzi par para (vai par nepara) kaudzi, ja taja ir para (vai nepara)
skaits konfeksu. levérosim, ka gajienu nav iespéjams izdartt tikai tada gadijuma, ja
abas konfeksu kaudzés ir pa vienai konfektei. Ja viena no kaudzém ir para kaudze,
tad ir iespéjams izdarit gajienu.

1) Ja m=1 un n=1, tad uzvar otrais spélétajs, jo pirmajam spélétajam vajadzétu sakt
spéli, tacu vins nevar izdarit gajienu.

2) Ja gan m, gan n ir nepara skaitli un vismaz viens no Siem skaitliem nav 1, tad
pirmais spélétajs sakuma vienu nepara kaudzi apéd, bet otru sadala. Sadalot nepara
kaudzi divas kaudzés, izveidojas viena para kaudze un viena — nepara. Sada situacija
otrais spélétajs noteikti var izdarit gajienu, jo viena no kaudzém ir para. Sava gajiena
vin$ var apést nepara kaudzi, bet para kaudzi sadalit kaudzé ar vienu konfekti un
kaudze ar paréjam konfektém. Bez tam abas kaudzes ir nepara. Ja 1. spélétajs var
izdarit gajienu, tad vinam jaapéd kaudze ar vienu konfekti, lai otru kaudzi sadalitu
atkal divas kaudzés. No jaunajam kaudzém viena bis para, otra — nepara. Tad 2.
spélétajs atkarto tadu pasu gajienu ka pirms tam utt. Sadi spéléjot, otrais spélétajs
vienmeér varés izdarit gajienu, jo pirms vina gajiena viena no kaudzém ir para. Ar
katru gajienu konfeksSu skaits samazinas, Iidz kada gajiena bis palikusas divas
kaudzes ar vienu konfekti katra. Saja bridi pirmajam spélétdjam bis jaizdara gajiens,
jo abas kaudzes ir nepara, tacu vins gajienu nevareés izdarit. Otrais spélétajs uzvares.
3) Ja vismaz viens no skaitliem m un n ir para skaitlis, tad pirmais spéelétajs, sakot
spéli, var vienu para kaudzi sadalit kaudzé ar vienu konfekti un kaudze ar paréjam
konfektém, tatad divas nepara kaudzés. Otrajam spélétajam bUs jasadala nepara
kaudze, ja vinam vispar iespéjams veikt gajienu. Saskana ar iepriekS aprakstito
gadijumu, pareizi spéléjot, uzvar pirmais spélétajs.

12. klase

1. uzdevums

Ka zinams, visam realam u un v vértibam nevienadiba (u — v)? > 0 ir patiesa. No t3
a
seko, ka u? — 2uv + v% > 0, lidz ar to u? + v? > 2uv. Ta ka x un >y vértibas ir

reali skaitli, tas var ievietot u un v vieta un ieglt nevienadibu
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a2
x? + Tyz > axy (1)

a
Lidzigi u un v vieta liekot izteiksmes E Yy un z, ieglsim nevienadibu

a2
Tyz +z%2 > ayz (2)

Saskaitot nevienadibas (1) un (2), ieglisim
, a8, a

x° + Ty + T

y? + 2% > axy + ayz jeb

2 a’ 2 2
b +7y +z° > a(xy + yz).
2
v a
ST nevienadiba ir speka visam realam a, x, y un z vértibam. Ja y2 > > yz, tad

2
a
x? +7y2 +2z2 > x% +y? + 2% > a(xy + yz).
2
a
Tas nozimé, ka atrisinot nevienadibu y? > EX y? attieciba uz a, ieglisim derigas a

vértibas. Ja y=0, der jebkur$ a. Ja y # 0, tad y? > 0; tapéc varam dalit ar y?;
2
a v

ieglstam 1= = Lidz ar to a® <2 un |a| < V2. Sadam parametra a vertibam
nevienadiba x? + y? + z%2 > a(xy + yz) ir spéka visam readlam x, y un z vértibam.

Ja la| >+72, ir iespéjams izveleties tadas x, y un z veértibas, ar kuram dota
nevienadiba nav patiesa. Pieméram, izvéloties vértibas x=z=1 un y=a, ieglsim, ka
jaizpildas nevienadibai 1+ a? + 1 > a(a + a) jeb a? + 2 > 2a?. Savelkot Idzigos
loceklus, iegiisim a? < 2, tatu, ta ka |a| > V2, tad a® > 2. Ir ieglta pretruna. Tapéc
dota nevienadiba ir patiesa visam realam x, y un z vértibam tad un tikai tad, ja

la| < V2.

2. uzdevums

Ta ka punkts P ir nogriezna AP, viduspunkts, tad AP,=2AP, nogriezni AP un AP,
atrodas uz vienas taisnes un punkts P atrodas starp punktiem A un P;. No sakaribas
AP;=2AP seko, ka nogriezna AP; projekcija uz OX ass ir divreiz garaka neka
nogrieznim AP un nogriezna AP; projekcija uz OY ass ir divreiz garaka neka
nogrieznim AP. Apziméjot punkta A koordinatas ar x, un y,, P koordinatas ar x un y,
bet P, koordinatas ar x; un y;, varam to uzrakstit $adi:

X1-Xa=2(X-X3) (1)

y Y1-Ya=2(y-Ya) (2)

A(xa;y2)=(0;1)

Zinams, ka x,=0 un vy,=1, tapéc no
vienadojumiem (1) un (2) var izteikt sakaribu
starp x un x; uny un yi:
x—0=2(x—-0)

X1

X x1:2x:>x:7

P1(x1;y1) Y1~ 1= Z(y - 1)

42. att.
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+1
y1—1=2y—2:>y=y12 .
- X1 _yitl . 2 - s
Nemot véra, ka x = S Uy =" sakaribu y = cos“ x var parrakstit ka y =

y1+1
—— = CO0S
2

X v

2 ?1 Sadi iegltais jaunais vienadojums parada, ka sava starpa saistitas
X

X1 un y; vértibas. Izdarot parveidojumus, iegiist, ka y; + 1 = 2cos? 71 ; Y1 = 2cos?

X1

— — 1 = cosx;.
2

Tas nozimég, ka visi punkti P veido funkcijas y = cos x grafiku.

3. uzdevums

Atbilde: Galarezultats var bat jebkurs nepara skaitlis, kas neparsniedz 2".
Risinajums: Sakuma uz tafeles uzrakstiti n para skaitli un 1 nepara skaitlis. Ja kada
gajiena nodzés divus para skaitlus, tad vieta uzraksta para skaitli. Nepara skaitju
skaits nemainas. Ja tiek nodzésts viens para skaitlis un viens nepara skaitlis, tad
uzrakstits tiek nepara skaitlis. Atkal nepara skaitlu skaits paliek nemainigs. Ta ka
sakuma uz tafeles ir tikai viens nepara skaitlis, tad nav jegas apskatit gajienu, kura
tiktu nodzésti divi nepara skaitli, jo ar sakotnéji iespéjamiem gajieniem nav
iespéjams palielinat nepara skaitlu skaitu. Ka redzam, péc jebkura skaita izdaritiem
gajieniem uz tafeles uzrakstits tieSi viens nepara skaitlis, bet para skaitlu skaits var
blt dazads. Tas nozimé, ka galarezultats ir nepara skaitlis.

Nav iesp€jams veikt gajienu, kas palielinatu maksimalo uz tafeles uzrakstito skaitli.
Tas nozimé, ka pédéjais uz tafeles uzrakstitais skaitlis neparsniedz skaitla 2™ vértibu.
Izmantojot matematisko indukciju, pieradisim, ka iespéjams galarezultata iegut
jebkuru nepara skaitli, kas neparsniedz 2.

Baze: n=1

Sakotnéji uz tafeles uzrakstiti skait]i 1 un 2. Vienigais nepara skaitlis, kas neparsniedz
2, ir skaitlis 1. To var ieglt, nodzéSot abus uzrakstitos skaitlus un vieta rakstot
|1 —2| =1.

Pareja: Pienemsim, ka no skaitliem 1; 2; 4; ...; 2% var galarezultata iegit jebkuru no
skaitliem 1; 3; 5; w2k —1, Apskatisim gadijumu, kad sakotnéji uz tafeles uzrakstiti
skaitli 1;2;4; ...; 2K; 2k*1 _ Ar M apzimésim nepara skaitli robezas no 1 lidz 2k+1.
Pieradisim, ka skaitli M iesp&jams iegit ka galarezultatu. Skirosim divas iespéjas.

a) Skaitlis M mazaks par 2.

Pirmaja gajiena nodzédam 2X un 2K*1. Vieta rakstamais skaitlis ir
|2k — 2k+1| = 2k+1_2k = 2.2k _ 2k pac & gajiena uz tafeles ir uzrakstiti skait|i
1; 2;4; ...; 2 un M ir nepara skaitlis robezas no 1 lidz 2¥. Péc induktiva pienémuma
skaitli M var iegut ka galarezultatu no uz tafeles uzrakstitajiem skaitliem.

b) Skaitlis M lielaks par 2%.

Ar M; apzimésim skaitli 2¥*1 — M. Tapéc M = 2K*1 —M,. Ta ka 2¥*1 ir para
skaitlis, bet M — nepara skaitlis, kas lielaks par 2k tad My ir nepara skaitlis, kas
mazaks par 2K+1 — 2k = 2k |zdarot gajienus ar skaitliem, kas nav 2¢*1, iesp&jams
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to vieta iegut skaitli My, jo tads bija induktivais pienémums. Kad tas ir ieguts, uz
tafeles paliek divi skaitli: My un 2%*1. Péc nakama gajiena ieglst galarezultatu, kas ir
|M1 _ 2k+1| — 2k+1 _1\41 =M.

Esam pieradijusi, ka no skaitliem 1;2;4;...; 2" ir iespéjams ieglt jebkuru nepara
skaitli, kas neparsniedz 2".

4. uzdevums

Apskatisim tris variantus:
1) punkti A un O sakrit;
2) punkti B un O sakrit;
3) ne A, ne B nesakrit ar punktu O.

1) Mala AB atrodas uz stara AB (skat. 43. att.), bez tam
punkti A un O sakrit. Ta ka trijstaris ABC ir regulars,

tad XABAC=60° jeb INOC=60°. Savukart

IMOC = IMON — INOC = 120° — 60° = 60°. Ka 60° N
redzam, INOC = XMOC, tatad stars OC ir lenka MON

bisektrise un punkts C atrodas uz lenka MON 43. att.

bisektrises. M \ C

2) Lidzigi ka pirmaja gadijuma var pieradit, ka
IMOC = XCON = 60° (skat. 44.att.), tatad ar1 Saja 60°
gadijuma punkts C atrodas uz lenka MON bisektrises. N

B=0
3) Apskatisim Cetrstari AOBC. 44. att.
Taja pretéjo lenku AOB un ACB summa ir
XAOB + <XACB = 120° + 60° = 180°, tapec Sim M ¢
Cetrstarim var apvilkt rinka Iniju. Ta ka lenki CBA un
COA balstas uz vienu un to pasSu loku AmC, tad
XCOA = XCBA = 60°. Savukart <CCAB un <ICOB
balstas uz loku CnB, tapeéc XCOB = XCAB = 60°. Ka
redzam, <(BOC = XCOA, tatad OC ir <MON 0 B
bisektrise. Tas nozimé, ka punkts C atrodas uz lenka 45.att.
MON bisektrises.

>

Visos tris gadijumos ieguvam, ka punkts C atrodas uz lenka MON bisektrises. Tatad
esam pieradijusi, ka visas iespejamas punkta C pozicijas atrodas uz vienas taisnes.

5. uzdevums
Atbilde: ja, var.
Pieradijums: Pirmie 17 pirmskaitli ir 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,

47, 53 un 59. K3 redzames, tie visi atrodas robezas no 1 lidz 2001 ieskaitot. Tacu tie
nav vienigie pirmskaitli Saja intervala.
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Apskatisim intervalu no 2002!+2 lidz 2002!+2002 ieskaitot.

Gan 2002!, gan 2 dalas ar 2, tatad 2002!+2 dalas ar 2.

Gan 2002!, gan 3 dalas ar 3, tatad 2002!+3 dalas ar 3.

Gan 2002!, gan 2002 dalas ar 2002, tatad 2002!+2002 dalas ar 2002.
Tas nozimé, ka neviens no Siem skaitliem nav pirmskaitlis.
Uz labu laimi panemsim 2001 skaitli garu intervalu no k lidz k+2000 ieskaitot.
Samazinot $i intervala augSéjo un apaks$éjo robezu par 1, pirmskaitlu skaits Saja
intervala var:
1) palielinaties par 1, ja k-1 ir pirmskaitlis, bet k+2000 nav;
2) nemaintties, ja gan k-1, gan k+2000 ir pirmskaitli vai ari tie abi ir salikti skaitli
vai 1;
3) samazinaties par 1, ja k-1 ir salikts skaitlis vai 1, bet k+2000 — pirmskaitlis.
Ar katru $adu gajienu pirmskaitlu skaits intervala izmainas ne vairak ka par vienu.
Sakotnéji izveélamies intervalu no 2002!+2 idz 2002!+2002, un péc tam vairakkart
samazinam ta augséjo un apakséjo robezu par 1, lidz ieglts intervals no 1 lidz 2001.
Ta ka pirmaja intervala pirmskait/u nav, bet pédeja to ir vairak neka 17, bez tam ar
katru intervala robezu mainu pirmskait|u skaits taja izmainas ne vairak ka par vienu,
tad kada no intervaliem noteikti ir tieSi 17 pirmskaitju.
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2004. gads
10. klase

1. uzdevums

Kvadrattrinomam x2 + px + q ir redlas saknes tad un tikai tad, ja p? —4g = 0 jeb
2

q< pT Ka zinams, jebkurai p vertibai pz > 0, tatad ari % > 0. Tas nozimé, ka
jebkurai g vertibai, kas mazaka par nulli, kvadrattrinomam ir realas saknes.

Ja pirmais spélétajs katra gajiena q vértibu samazina par 1, otrajam spélétajam
atliek gajienig > q—1,p > p—1unp — p + 1. Bez tam katrs no Siem gajieniem
atlauj pirmajam spélétajam atkal samazinat q vertibu. Tas nozime, ka péc katras
divu gajienu sérijas q vértiba ir samazinajusies vismaz par 1. Sadi spéléjot, neatkarigi
no sakotnéjas skaitla q vértibas pirmais spélétajs var panakt, ka kadreiz $1 vértiba
klGs negativa. K3 jau noskaidrojam, tada gadijuma kvadrattrinomam x? + px + q ir
realas saknes.

Papildinajums: Parbaudisim, vai ari otrais spélétajs noteikti var panakt, ka uz tafeles
uzrakstits kvadrattrinoms, kam ir realas saknes.

Ja pirmais spélétajs kada gajiena maina p vai samazina g vertibu, otrais spélétajs var
veikt atbildes gajienu g = g — 1 un ar laiku panakt, ka q vértiba klist negativa. Saja
gadijuma ir panakta pirmaja varianta apskatita situacija. Vél atliek apskatit iespéju,
kad pirmais spélétajs katra gajiena q vértibu palielina par 1. Apzimésim sakotnéjo q

2
vértibu ar qo un p vertibu ar po. Ja qp < 2%0 , tad sakotnéji uzrakstitajam
2

kvadrattrinomam jau ir realas saknes. Tapéc apskatisim gadijumu, kad q, > 2%0. Ja

otrais spéletajs katra gajiena palielina p vertibu, tad péc katras divu gajienu sérijas q
un p veértiba ir palielinajusies par 1. Péc n divu gajienu sérijam q un p veértiba
palielinajusies par n. Tas nozimé, ka, ja spéles laika veiktas n divu gajienu sérijas, tad
uz tafeles ir uzrakstits kvadrattrinoms x%(p, + n)x + gy + n. Tam ir realas saknes,

. (Po+n)® . _ s _ - -
ja qo+n< — 2 Parbaudisim, vai eksisté tads naturals skaitlis n, kuram i

nevienadiba izpildas. Pareizinot abas nevienadibas puses ar 4 un atverot iekavas,
iegisim (py + n)? = 4qq + 4n, p§ + 2pon +n? — 4qy — 4n > 0,

n® + (2po — Hn + (p§ — 4qo) = 0.

Ta ka po un qp ir skaitli, esam ieguvusi kvadratnevienadibu ar mainigo n. Koeficients
pie n? ir pozitivs, tapéc ai nevienadibai ir atrisinajums naturalos skaitlos. Esam
pieradijusi, ka eksiste tadas n vértibas, ar kuram kvadrattrinomam
x%(pyg + n)x + qo +n ir redlas saknes. Tatad esam ari pieradijusi, ka otrais
speletajs noteikti var panakt, ka kadreiz uz tafeles bus uzrakstits kvadrattrinoms,
kuram ir realas saknes.
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2. uzdevums

Ka zinams, divu racionalu skaitlu summa, starpiba, reizinajums un dalijjums (ja
dalitajs nav nulle) ir racionals skaitlis.
Apskatisim tris gadijumus:

1. x=y=0;

2. x=0,y#0vaiy=0,x #0;

3. x#0uny+0.

1)Jax=y=0,tadx +y = 0unxy = 0 - racionali.
x34v3

———. Ta ka
x2+y?2

2) Ja tiesi viens no skaitiem x un vy ir vienads ar nulli, tad x +y =
x3 4+ 93 un x2 + y? ir raciondli, no nulles atskirigi skaitli, tad ari to dalijums ir
racionals skaitlis un arixy = 0 - racionals.

3) Ta ka x% + y? ir racionals skaitlis, tad ari (x? +y?)? = x* + 2x%y? + y* =
= x* + y* 4+ 2x%y? ir racionals skaitlis jeb x* + y* + 2x2y? € Q.

Tapéc (2 + 92?2 — (x* +y*) =x* +2x%y?2 + y* —x* —y* = 2x%y? € Q,
tatad arl x%y? - raciondls skaitlis. Ta ka x3+y3€Q, tad (x3+y3)?% =
=x% +2x3y3 + y% = x° + y® + 2x3y3 € Q. Izteiksmi x® + y® var parrakstit ka
(x*)? + (r?)® = (2 + yH)(x* —x%y* +y") = (® +y) (x* + y* — x%y?).
Skaitli x2 + y2, x* + y* un x?y? ir racionali, tatad ari x® + y® - racionals skaitlis.
Tapec (x3 +y3)2 —(x® +y%) =x® +2x3y3 + 96 —x0 —y® =2x3y3€Q un
x3y3 € Q. Skaitli xy var uzrakstit ki divu racionalu, no nulles atskirigu skaitlu x3y3

3,3
X
un x2y? dalijumu jeb xy = x2y2" tatad xy ir racionals skaitlis. No sakaribas
5y = (x4 )P —xy -+ y7) izsakot x + 3, eglst, ka x +y = B Ta
= X“—x x+y, , ka x =
x°+y x+y y + y*) izsako y, iegust, ka y 21y —xy a

ka skaitli x3 + y3, x? + y? un xy ir racionali, tad ari x + y ir racionals skaitlis. (Viegli
parbaudit, ka x? + y> —xy > 0,jax # 0uny # 0.)

3. uzdevums

Apskatisim regularu trijstari FGH ar centru punkta O, kura paraléli pamatam FH
novilkts nogrieznis DE, ka paradits 46. attéela. G

K — nogriezna DE viduspunkts, GL — trijstira
FGH augstums. GL 1L DE, jo FH un DE -
paralélas taisnes. Bez tam GL iet caur AFGH
centru — punktu O. Lenki GDE un GFH ir
vienadi ka kapslu lenki pie paralélam taisném.
A XGED = XGHF. Tatad trijsturi GDE
LG = 4D = <E = 60° un Sis trijstdris ir

regulars. Ta ka K ir nogriezna DE viduspunkts, " [ 1 " >
bet ADGE ir regulars, GK ir 8i trijstura mediana F 46 t:‘_
. att.

un augstums. Tas nozimé, ka punkts K atrodas
uz nogriezna GL. Esam ieguvusi: ja regulara
trijstirm paraléli kadai malai ir novilkts nogrieznis ar galapunktiem uz paréjam
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trijstira malam, tad taisne, kas iet caur $i nogriezna viduspunktu un trijstira centru
(ja Sie punkti nesakrit) ir perpendikulara novilktajam nogrieznim.

Atgriezisimies pie sakotnéja uzdevuma.

Apzimésim caur punktu P vilkto nogrieinu

viduspunktus ar X, Y un Z, ka paradits 47.

attéla. No ieprieks pieradita seko, ka

MX 1 PX, MY L PY un MZ 1 PZ.

Apskatisim trijstari MXP. Tas ir taisnlenka

trijstaris, jo MX L PX. Trijstura MXP apvilktas

rinka linijas centrs atrodas hipotenuzas MP

viduspunkta V. Tapéc VM = VX = VP.

o Art trijstari MYP un MZP ir taisnlenka trijstari,
f Y Xf E } jo MY L PY un MZ L PZ. Ta ka tiem ir kopiga

A E D c hipoteniza MP, tad kopiga ir ari apvilkta rinka

47. att. [Inija. Tas centrs ir MP viduspunkta V. Tatad
VM =VZ = VP = VY.

Ka redzam, punkti M, Z, P, X un Y atrodas uz vienas rinka linijas, kuras centrs ir

punkta V.

Ar D apzimésim caur punktu P paraléli BC vilkta nogriezna galapunktu uz nogriezna

AC. Ta ka BCI| ZD, tad <«ZDA = «BCA = 60°. Savukart YP || AD, tapéc

AZPY = «ZDA = 60° ka kapSlu lenki pie paralélam taisném. Lidzigi iegust, ka

<P = 60°.

Lenki, kas balstas uz vienu un to pasu loku, ir vienadi, tapéc <YXZ = XYPZ = 60°

un XYZX = «YPX = 60°.

Trijstarm XYZ <XYZ = 180° — «YXZ — «YZX = 180° — 60° — 60° = 60°, tapéc tas

ir regulars. Punkts V ir tam apvilktas rinka [inijas centrs, tatad ari pasa trijstira

centrs.

B

4. uzdevums

Izveidosim skaitlu virkni xi,Xy,..., X17, kura skaitli x1,X,,..., X17 ir péc kartas pirmas,
otras,..., septinpadsmitas monétas vértiba. Par virknes locekla garako augoso
apaksvirkni sauksim tadu apaksvirkni, kas sakas ar $o locekli, ir augosa un kuras
garums ir lielakais iesp&jamais. Pieméram, skaitlu virkné 2; 1; 5; 3; 4; 8 par skaitla 1
garako augoSo apaksvirkni sauksim virkni 1; 3; 4; 8. Ar1 virkne 1; 5; 8 ir augosa
apaksvirkne, tacu ta ir 1saka par iepriekS minéto. Par virkni 1; 3; 4; 8 garaka varetu
bit tikai apaksvirkne 1; 5; 3; 4; 8, tacu ta nav augosa.

Izveidosim skaitlu virkni ys, v,,...,y17, kura y; ir skaitla garakas augosas apaksvirknes x;
garums jeb loceklu skaits (i ir naturals skaitlis robezas no 1 lidz 17).

Ja kads no skaitliem y; ir vismaz 5, tad skait|u virknei xq,%5,..., X17 ir iesp&jams izveidot
augosu apaksvirkni, kura sastav no vismaz pieciem elementiem. Tatad, ejot gar
galdu virziena no pirmas monétas uz septinpadsmito, ir iespéjams panemt piecas
monétas ta, lai izpilditos uzdevuma prasitais.

Apskatisim iespéju, kad neviens no skaitliem y; neparsniedz 4. Skaitla y; vértiba
nevar bat mazaka par 1, jo jebkuram skaitlim iespé&jams izveidot augosu
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apaksvirkni, kura sastav tikai no Si skait|a. Tatad y; vértibas nevar bt citi skaitli ka 1;
2; 3 un 4. Ta ka virkne yi, y,,...,y17 sastav no 17 skaitliem un So skaitlu atskirigo
vértibu ir Cetras, turklat 17:4>4, tad kada vertiba noteikti atkartojas vismaz piecas
reizes. Tas nozimé, ka pieciem virknes xi,X,,..., X17 skaitliem garako augoso
apaksvirknu garumi ir vienadi. Apzimésim Sos skait|us ar A, B, C, D un E tada kartiba,
kada tie atrodas virkné. Ja diviem skait]iem garakas augosas apaksvirknes ir vienadi
garas, tad pirmais no Siem skaitliem lielaka par otro. Pretéja gadijuma pirmajam
skaitlim varétu izveidot augosSu apaksvirkni, kas sastav no $1 skaitla un otra skaitla
garakas augos$as apaksvirknes; tatad So skaitlu garakas augoS$as apakSvirknes
nevarétu bat vienadi garas. Varam secinat, ka A>B>C>D>E, tatad Sie skaitli veido
dilstoSu virkni. Tas nozimé, ka, noejot gar galdu virziena no pédéjas monétas,
iespéjams izvéléties piecas monétas, kuru vértibas ir augosa seciba.

5. uzdevums

Skaitlis (x — y) ir para skaitlis tad un tikai tad, ja vai nu gan x, gan y ir para skaitli, vai
ari tie abi ir nepara skaitli.
Ja X un y ir para skaitli, tos var uzrakstit sadi: x = 2k; y = 2t, kur k un t — veseli
skaitli. Ta ka x un y ir pozitivi skaitli, tad ari k un t — pozitivi. Saja gadijuma
5% 4 5Y = 52k 4 52t = (52K)” 4 (51)2,
Skait]i 5 un 5' ir veseli skaitli, jo k un t - naturali skaitli. Tatad 5% + 5Y var uzrakstit
ka divu veselu skaitJu kvadratu summu.
Ja X uny ir nepara skaitli, pierakstisim tos $adi: x = 2k + 1; y = 2t + 1, kur kun t -
veseli skaitli vai 0. Tad
5X+5y=52k+1+52t+1=5_52k+5.52t=
= 52K 4 4.520 4 52t 4 4. 5%k =
=52 +2.55.(2-59) + 457 4520 —2.(2.5%) 5"+ 4.5% =
= (5% +2-59)" + (5t — 2 5%)°
Skaitli 5k, 2 - 5t,5t,2- 55 ir nenegativi veseli skaitli, tapéc ari (55X +2-5% un
(5 — 2 - 5Kk) ir naturali skaitli un 5* +5Y ir uzrakstams ka divu veselu skaitju
kvadratu summa.
Ja viens no skaitliem x un y ir para, bet otrs nepara skaitlis, tad 5* + 5Y var uzrakstit
ka 52K 4+ 521 kur k un t — veseli nenegativi skaitli. Un
5%+ 5Y = 5%k 4 52t.5 = 25k 4 251.5 = (24 + DX+ (24 + 1)t -5
Izmantojot Nutona binoma formulu, iegtisim, ka
(24 + DX = 224410 + 2411 + C224%7212 + ... 4 CF22421K2 ¢
+CE1241151 4 cf2401K,
Ka redzams, Saja summa pirmie k saskaitamie dalas ar 24, tatad ari ar 8. Tacu
pédéjais saskaitamais ir C]1§2401k = 1. Dalot ar 8, tas dod atlikumu 1. Skaitli (24+1)k
varam uzrakstit forma 8A+1, kur A — vesels skaitlis. Lidzigi varam secinat, ka ari
(24+1)", dalot ar 8, dod atlikumu 1. So skaitli pierakstisim forma 8B+ 1. Tad
24+ 1D*+(24+1)-5=(B8A+1)+(BB+1)-5=8A+1+8-5B+5=
= 8(A + 5B) + 6. Sis skaitlis, dalot ar 8, dod atlikumu 6. Noskaidrosim, vai divu
veselu skaitlu kvadratu summa, dalot ar 8, var dot atlikumu 6.
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Katru veselu skaitli iespéjams uzrakstit viena no Cetriem veidiem: 4m, 4m + 1,
4m + 2 vai 4m + 3, kur m — vesels skaitlis. So skait|u kvadratu dalijumi ar 8 ir

(4m)?:8 = 16m?: 8 = 2m? atl. 0,

(4m+1)%:8 = (16m? + 8m + 1):8 = 2m? + maatl. 1,

(4m + 2)%:8 = (16m? + 16m + 4): 8 = 2m? + 2m atl. 4,

(4m + 3)%:8 = (16m? + 24m + 9):8 = 2m? + 3m + 1 atl. 1
Ka redzam, jebkura vesela skaitla kvadrats, dalot ar 8, dod atlikuma skaitli 0, 1 vai 4.
Tapéc jebkura vesela skaitla kvadratu varam uzrakstit ka 8M, 8M + 1 vai 8M + 4,
kur M apzimé veselu skaitli. Apskatisim, kadus atlikumus var dot divu veselu skait|u
kvadratu summas, dalot ar 8:

(8M; + 8M;):8 = M; + M, atl. 0,

(8M; + (8M; +1)):8=M; + M, atl. 1,

(8M; + (8M; +4)):8 =M; + M, atl. 4,

((BM; + 1)+ (8M; +1)):8 = My + M, atl. 2,

((BM; + 1)+ (8M; +4)):8 =My + M, atl. 5,

((BM; +4)+ (8M; +4)):8=M; +M; +1 atl.O
Ka redzam, divu veselu skaitlu kvadratu summa, dalot ar 8, nevar dot atlikumu 6.
Esam parliecinajusies, ka skaitli 5* 4+ 5Y var uzrakstit ka divu veselu skaitlu kvadratu
summu tad un tikai tad, ja (x — y) ir para skaitlis.

11. klase

1. uzdevums

Meklejot definicijas apgabalu, ieglsim, ka
x*- 120

x=0

x=1 )
tatad x > 1.
Funkcija y =+/x ir monotoni augo$a, tapéc vx > Vx—1. Ta ka x>1, tad
xvVx >Vx—1 un xvVx —+x—1> 0. Tapéc abas vienadojuma puses kapinasim
kvadrata. legisim, kax? — 1 =x3 = 2xVx2 —x 4+ x — 1;
2xVx2 —x = x3 — x? + x.
Ta ka x nav vienads ar nulli, abas vienadojuma puses izdalisim ar x. leglsim, ka
2VxZ —x=x?— x+Lx?—x—2VxZ—x+1=0.
ApzZimésim Vx2 —x art. Tatad t2 =2t +1=0; (t—1)>=0;t—1=0; t = 1;
Vxl—x=1x*-x=1;x>-x—-1=0;.

1—/5 1+/5 1+/5

neder, bet x = der. Tapéc x = —

Ta ka x>1, sakne x =

2. uzdevums

No vienadibas ab + bc + ca = 1 izteiksim a, b un c:
ab+ca=1-bc
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a(b+c)=1-bc

1 bc
a=—-——".
b+c b+c
Lidziei b 1 ac 1 ab
1azigi = - unc=—""———".
g a+c a+c a+b a+b
_ _ o 1 1 1 ab bc ca
Parbaudamo nevienadibu + + >3+ + + var
a+b b+c c+a a+b b+c c+ta

_ o1 ab 1 bc 1 ca .
parrakstit ka - + - + — >3 jebc+b+a=+3.
a+b a+b b+c b+c c+a cHa

Kapinot abas puses kvadrata, ieglsim a?+ b% + c? + 2ab + 2bc + 2ca = 3.
Nemot véra, ka 2ab + 2bc + 2ca = 2(ab + bc + ca) =2 -1 = 2, nevienadibu
varam parrakstit: a> + b> + c> +2 > 3jeba? + b? +c?-1>0.

Ta ki 1=ab+bc+ca, tad iegisim a®>+b?>+c?>—ab—bc—ca=0.
Pareizinasim abas nevienadibas puses ar 2 un parrakstisim sadi:

a’> —2ab +b?> +b*> —2bc+c*+c?—-2ca+a*=0
(a=b)?+(b—-c)+(c—a)*=0.

Ta ki (a — b)?, (b — ¢)? un (c — a)? vértibas ir nenegativi skaitli, tad arf to summa
ir nenegativa un nevienadiba ir patiesa.

3. uzdevums

leviesisim Sadus apziméjumus:

i — naturals skaitlis, kas neparsniedz skaitli 31;

P —skaitlu py1; p2; ...; P31 kopa;

S—summa pf + p3 + - + p;.

Summa S dalas ar 30, tapéc to var pierakstitka § =304 =2:3-5-A4, kurA
— vesels skaitlis. No ta més redzam, ka summa S dalas ari ar skaitliem ,2”, ,3”
un,5”.
Pienemsim, ka skaitlis 2 nepieder kopai P. Tad visam i vértibam skaitlis p; ir nepara.
Kapinot nepara skaitli astotaja pakape, ieglst nepara skaitli, tatad p? — nepara.
Summu S veido 31 saskaitamais. Ja katrs no tiem ir nepara skaitlis, tad ari summa ir
nepara skaitlis. $ada gadijuma S nedalas ar 2. Ir iegiita pretruna. Tas nozimé, ka
viens no skaitliem p; ir skaitlis 2.
Pienemsim, ka skaitlis 3 nepieder kopai P. Tada gadijuma skaitli p; var uzrakstit ka
3g+1 vai 3g+2, kur g ir naturals skaitlis.
Tatad

pf =((Bq+1)*=81q*+108q% +54¢*> + 12q + 1 =
=3(27q* + 369> + 18q> + 4q) + 1
vai
pf=0Bq+2)*=81¢"+108-2-¢3 +54-4-q> +12-8-q+ 16 =
=81qg* +108-2q3 +54-4g*+12-8q+15+1=
=3(279q*+36-2¢> +18-4g> +4-8q+5) + 1.

Aizvietojot iekavu izteiksmi ar q;, ieglsim, ka pf = 3q; + 1, kur g; — naturals skaitlis.
Tad S=(3q1+1)+(3q2+1)+...4(3931+1)=391+302+...43031+31=3q1+30+...+303:+30+1=
=3(q1+qy+...+q31+10)+1.
Sis skaitlis nedalas ar 3. Ir iegiita pretruna, kas nozimé, ka skaitlis 3 pieder kopai P.

68



Pienemsim, ka skaitlis 5 nepieder kopai P. Tad jebkuru skaitli p; var uzrakstit ka
5k+m, kur k — naturals skaitlis, bet m vértiba ir 1, 2, 3 vai 4.
Tad p! = (5k + m)* = (5k)* + 4(5k)>m + 6(5k)?m? + 4 - 5k -m® + m* =
=5(53k*+4-5%k3m + 6 -5 - k*m? + 4km3) + m*.

Jam=1, tad m*=1

Ja m=2, tad m*=16=5-3+1

Ja m=3, tad m*=81=5-16+1

Ja m=4, tad m*=256=5-51+1.

Ka redzams, visam m vértibam skaitlis m4, tatad ar pi4, dalot ar 5, dod
atlikumu 1. Tapéc skaitli pi4 pierakstisim ka 5ki+1, kur k; — naturals skaitlis.
TadS = (5k; + 1)+ (5k, + 1) + -+ (Bk3; + 1) =
=5k; + 5k, + -+ 5k3;1 +30+1=5(k; + ky + -+ k3 +6)+ 1.
Sis skaitlis nedalas ar 5, tatad iegita pretruna. Tas nozimé, ka ari skaitlis 5 pieder
kopai P.
Esam atradusi tris skaitlus no kopas P : ,2”, ,,3” un ,5”. Tie ir viens otram sekojosi
pirmskaitli.

4. uzdevums

No punkta P pret katru rinka liniju novilksim vel
vienu pieskari. PiekarSanas punktus nosauksim par
A; un B;, ka paradits ziméjuma. Japierada, ka
<A,PA = «B;PB. Apzimésim pirmas rinka linijas
centru ar Oy, bet otras — ar O, Stars PO; ir lenka
A;PA bisektrise, jo PA; un PA ir pieskares rinka
[nijai ar centru O;. Stars PO, ir lenka B.PB
48. att. bisektrise, jo PB; un PB ir pieskares rinka linijai ar

centru punkta O,. Tatad <«A;PA=«B;PB tad un

tikai tad, ja «0O;PA=x0,PB. Savukart Sie lenki ir vienadi, ja to tangensi ir vienadi.
levérosim, ka O;A L PA un 0,B 1 PB, jo rinka lnijas radiuss un pieskare, kam
kopigs viens punkts, ir savstarpéji perpendikulari. Trijstari O;AP un O,BP ir

01A 0-B
taisnlenka trijsturi un tgx0,PA = ﬁ; tgx0,PA = ﬁ Lai panaktu uzdevuma
01A O3B

prasito, mums atliek pieradit, ka — = ——.
PA PB

Apltkosim trijstiri AO4B. Ar w apzimésim pirmas rinka linijas loka AsB lenkisko

lielumu:

w =XAO.B. Ar R; apzimésim $is rinka linijas radiusu. Ka redzam, O;A=0,B=R;, un

trijstdris AO4B ir vienadsanu. Ta augstums O1K ir art mediana un bisektrise, tapéc

XAO0K = % <AO0:B = % un AK = % AB. Trijstaris AO;K ir taisnlenka, un
AK w AK w

sin¥AOQ{K = ——; sin —=—; AK = Rysin —; AB = 2AK = 2R;sin = .
01A 2 Rg 2 2
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Izrékinasim sinusu lenkim PAB. Ta ka %PAB ir lenkis starp pieskari PA un hordu AB,
1 1
tad <PAB = 2 UAAB = > (360° — «A0;B) = 180° —% un

w w
sin«PAB = sin(180° — Py )= sin PY

So rezultdtu ievietojot viend no iepriek§ iegitajam izteiksmém, redzam, ka
AB = 2R;sin<PAB.

Aplukojot trijsturi O,AB un veicot lidzigus spriedumus, ieglisim, ka AB = 2R,sin<PBA,
kur R, — otras rinka linijas radiuss.

Ta ka AB = 2R;sin<PAB un AB = R,sin<PBA, tad 2R;sin<PAB = 2R,sin<PBA un
RisinXPAB = R,sin«PBA. Pédéjas vienadibas abas puses dalot ar R,sin<PAB,

ieglsim, ka

R; sin<«PBA
R, sin<PAB’
sin<PBA PA

Trijstart ABP péc sinusu teoremas ———— = .
sin <PAB PB
o 01A R1 sin <PBA PA . 01A 02B X
Taka Ri=0;AunRy;=0,B,tad —=—=—""—"—=— jeb——=——k.b,j.
0,B R, sin<PAB PB PA  PB

5. uzdevums

Sanumurésim péc kartas n-stira virsotnes. Par gajienu sauksim divu sienazu
aizleksanu uz blakus eso$ajam virsotném. Ar x;, kur i ir naturals skaitlis no 1 lidz n,
apzimésim gajienu skaitu, kas x sekunzu laika izdariti no virsotnes i. Ta ka péc x
sekundém sienazu skaits katra virsotné bija tads pats, ka sakuma, tad no katras
virsotnes aizlec tik sienazu, cik uz to atlékusi. Ja no kadas virsotnes tiek izdarits
gajiens, tad taja sienazu skaits samazinas par 2, bet katra blakus eso$aja — palielinas
par 1. Tapéc katra virsotné izdarito gajienu skaits ir divreiz mazaks par blakus
virsotnés izdarito gajienu skaitu summu jeb

Xnt+Xx2 X1+x3 Xn—1+tXx1
X1 ZT,'xz :T; vy X ZT.

Pienemsim, ka no virsotnes m ir izdarits vislielakais gajienu skaits (varam pienemt,
Xm—1+tXm 41
2
Xm = Xma1, tad X1 = X = X 41 - Tatad ari no virsotném m-1 un m+1 ir izdarits
vislielakais gajienu skaits. Sadi péc kartas apskatot visas virsotnes, iegisim, ka
X1 =Xy =+ = X,, = -+ = X,,. Kopigais gajienu skaits ir x; + x, + -+ + x,,. Pavisam
x sekunzu laika izdariti x gajieni, tatad x = x; + x, + --- + x,, = n * x,,,, un skaitlis x

dalas ar n.

ka m#1 un m#n). Ta ka x, = , bez tam x,, = x,,_1 un

12. klase

1. uzdevums

Izpétisim funkciju f(x) = x3 — 3x. Ta var sasniegt maksimumu un minimumu tikai
ar tadam x vértibam, kam f (x) = 0 jeb (x3 —3x) = 0;3x2 -3 =0;x% — 1 = 0;
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x = £1. Lai parbauditu, vai x vértibam 1 un -1 funkcija
A sasniedz maksimumu vai minimumu, atradisim funkcijas
2 otro atvasindjumu: f (x) = (3x2—3) =6x . Ta ka
(1) =6>0unf (=1)=—6 <0, tad pie x vértibas
1 funkcija f(x) sasniedz minimumu, bet pie vértibas (-1) —
-1 (1 X maksimumu.
0 Uzzimésim aptuvenu funkcijas f(x) grafiku, nemot veéra,
ka f(—1) =2; f(1) = =2 un f(0) = 0. Bez tam eksisté
ari tadas x vértibas, kam f(x)> 2, pieméram,
-2 f(3) =18>2, un vertibas, kuram f(x) < -2,
49. gtt. pieméram, f(—3) = —18 < —2.
K3 redzam, ja —2 < a < 2 jeb |a| < 2, tad funkcijas y=a
grafiks krusto f(x) grafiku 3 reizes, bet, ja |a|>2 — vienu reizi. Ja a = +2 jeb |a|=2,
tad funkcijas y=a grafiks vienreiz krusto f(x) grafiku, bet vienreiz tam pieskaras.

Tatad

jalal<2 —vienadojumam ir 3 atrisinajumi;
jalal=2 — vienadojumam ir 2 atrisinajumi;
jalal>2 —vienadojumam ir 1 atrisinajums.

2. uzdevums

Paradisim, ka skaitlu pari (x;y)=(1;1); (2;3) un (5;8) der par vienadojuma
x% + xy = y? + 1 atrisinajumiem.

Jax=y=1,tadx?> +xy =12+1-1=2uny?’+1=12+1=2,
Jax=2;y=3,tadx?> + xy =22+4+2-3=10uny?+1=3%+1 = 10.
Jax=5;y=8,tadx? +xy =52 +5-8=65uny?+1=82+1=65.

Ta ka visos tris gadijumos vienadojuma labas un kreisas puses skaitliskas vértibas
sakrit, apskatitie skaitlu pari der par dota vienadojuma atrisinajumiem. Ka zinams
skaitli 1; 1; 2; 3; 5 un 8 ir Fibonaci skaitli. Varam teikt, ka dotajam vienadojumam par
atrisinajumiem der skaitlu pari (F,,_1; F2,,), kur ar F; apziméti Fibonaci skaitli, bet
n=1; 2; 3. Ar matematisko indukciju pieradisim, ka ari citam naturalam skaitla n
vértibam (F,,,_1; F>,,) ir vienadojuma atrisinajums jeb

FZZn—l + Fon—1 - Fon =F22n +1.

Baze. Ja n=1;2;3, vienadiba ir patiesa.

Pareja. Pienemsim, ka vienadiba ir patiesa, ja n =1; 2; 3; ...; k. Tada gadijuma
Ffeoq + Fopq+ Fop = Fj + 1.

Pieradisim, ka ari vienadiba Fzz(k+1)_1 + FBie)-1° Fagern) = Fzz(kH) + 1ljeb
F}i1 + Fopyr Fogoo = Fhip + 1ir patiesa.

Talakaja pieradijuma vairakkart izmantosim faktu par Fibonadi skaitliem, ka
Foi,=F +F,,;(n>1),nokdasekoari,kaF, = F,,, — F,41 .

No vienadibas F2,_; + Fyr_1 - Fy = F} + 1 aridentiskiem parveidojumiem
ieglsim, ka
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Fok—1(Fop—1 + Fo) = F3 + 1;

Fak—1* Fags1 = F3 + 1(j0 Fyyo = Fy + Fyia);
(Fak1 = For)Faks1 = F3 + 1(j0 F, = Fyyp — Fo1);
Fiei1 = Fop » Fappr = Fii + 1;

Fiis1 = F+Fo - Fayr + 1;

F3ei1 = For (Far + Fapy1) + 15

Fioi1 = For - Fopir + 15

Ffir1 = (Faks2 — Faks1) * Fak2 + 1

Fiei1 = Ffin = Fapq1 * Fopin + 15

F}i1 + Fopsq  Fopyz = Féiip + 1, kas bija japierada.

3. uzdevums

Ta ka trijstaris ABC ir regulars, tad XABC = ¥BCA = 4<CAB = 60°. No sakartbam
1

IAPC = 2 AABC un <ABP > 90° seko, ka punkti A, P un C atrodas uz rinka linijas

ar centru punkta B un radiusu BA. Ar K apzimeésim stara PB krustpunktu ar rinka

[Tniju.

Apskatisim divus gadijumus:

1) punkti P un C atrodas dazadas taisnes AB puses;

2) punkti P un C atrodas viena pusé no taisnes AB.

1. risin@jums

1)
Varam izrékinat lenki BPC (skat. 50. att.), jo
IBPC = <APB — <APC = 40° — 30° = 10°.
Ta ka ¥KBC ir ievilkta lenka KPC atbilstoSais centra
lenkis, tad «KBC = 2<KPC = 2 - 10° = 20°.
Savukart
<PBC = 180° — «KBC = 180° — 20° = 160°.
K
[T
2) Ta ka <KBA ir ievilkta lenka BPA atbilstosSais centra «
lenkis (skat. 51. att.), tad A _—C
<KBA = 2 - <APB = 2 - 40° = 80°.
o 51. att.
Tapéec

<PBC = 180° — «KBA — «ABC = 180° — 80° — 60° = 40°.
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2. risindjums

1) Trijstaris PBA ir vienadsanu, jo BP=BA, tapéc <PAB= %«APB un
<PBA = 180° —2-40° = 100°.

Bet «PBC = «PBA + <ABC = 100° + 60° = 160°.

2) Trijstaris PBA ir vienadsanu un
<«PBA = 180° — 2 - <BPA = 180° — 2 - 40° = 100°.
Bet <PBC = <«PBA — <ABC = 100° — 60° = 40°.

4. uzdevums
levérosim, ka a,41 = 4a,(1 —a,) = 4a, —4a% =1—1+ 4a, — 4a? =
=1-(1-4a, +4a2) = 1-(1-2a,)>
Ja 0<a,;1<1, tad 0<1-(1-2a,)°<1;, -1<-(1-2a,)?%<0;
0<(1-2a,)?<1; -1<1-2a,<1, -2<-2a,<0; 0<2a,<2;
0<a,<1
Ta ka aypo4 € [0; 1], tad art aypo3 € [0; 1]. No ta, savukart, seko, ka azgp2 € [0; 1],
.., a1 €[0;1]. Tatad visas mekléjamas «= a; veértibas ietilpst intervala [0; 1].
Apzimésim: <= sin’ w, jo sin® w vértibu apgabals ir [0; 1]. Tad
a; = sin® w;
a, = 4sin® w(1 — sin® w) = 22 sin? w cos? w = sin? 2w;
a; = 4sin? 2w(1 — sin? 2w) = 4sin? 2w cos? 2w = sin? 2 - 2w = sin® 2%w;
a, = 4sin? 22w (1 — sin? 22w) = 4sin? 22w cos? 2°w = sin? 23w;

d2004 = Sin222003 w.

Ta kad aypp4 = 0, tad sin?22003 ¢y = 0; 2298w =k (k € Z); w = 221503 -k (k €2).
Apskatisim, ka $1s vertibas izvietotas uz trigonometriska rinka.
A
k = 22002 Visas w vértibas trigonometriskaja rinki
wp izvietotas 229%* punktos (skat. 52. att.).
Turklat katra kvadranta punkti dod vienas
k= 22003 wi\k =0 un tas pasas sin w vértibas, jo, savienojot

> . 2004 aoiic =
wc T = 22004 visus 2 punktus, ieglsim regularu

daudzstari. Ari punkti wy un w¢, ka arm wp
un wp dod vienadas sin? w vértibas. Tatad

w vie - . _ - .
Dk—3 £2002 atdkirigas sin? w vértibas dod visas w
vértibas no pirma kvadranta un divi punkti,
52. att. kas atrodas uz rinka linijas krustpunkta ar

koordinatu asim. To skaits ir
(22002 — 1) 4+ 2 = 22002 1 1 Ar sin? w apzimé&jam mekléjamas a vértibas, tatad
uzdevuma prasitais izpildas 22°0? + 1 dazadam a vértibam.
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5. uzdevums

Paradisim, ka par izcilam var pasludinat virknes
000000=a; 000001; 000011; 000111;001111;011111= (*)
Nemam patvaligu virkni a. lzskaitam, par cik zimém pédéjas piecas pozicijas ta
atskiras no virknes a un par cik — no B. Ja kada no Sim pozicijam a un a sakrit, tad B
un a atSkiras un otradi. Tapéc a un a atskirtbu un a un B atskirtbu skaitu summa
pédéjas piecas pozicijas ir 5. Ja a un a Sajas pozicijas atsSkiras par n zimém, tad a un 3
— par (5-n) zimém. Turklat pirmais simbols virkném a un a, ka art a un B vienlaicigi
vai nu sakrit, vai atSkiras. Tapéc vienmér izpildas viens no diviem gadijumiem:

1. aunaatskiras par n zimém, bet a un § — par (5-n);

2. aun a atskiras par n+1 zimi, bet a un B — par (6-n).
Pie tam n=0; 1; 2; 3; 4; 5. levérosim, ka katras divas blakus eso3as (*) virknes atskiras
par 1 simbolu, tapéc ari virknei a atskiribu skaiti ar divam blakus esosam (*) virkném
atsSkiras par 1. Tas nozimé, ka virknes a atSkirtbu skaiti ar (*) virkném aizpilda kadu
no intervaliem [n; 5-n] un [n+1; 6-n]. Apskatisim, kadi skaitli ir kopigi visiem Siem
intervaliem:

a. Jan=0vain=5, ieglstam intervalus [0; 5] un [1; 6];

b. Jan=1vain=4:[1; 4Jun [2; 5];

c. Jan=2vain=3:[2; 3]un [3; 4].
Ka redzams, vienmeér ir iespéjams atrast tadu (*) virkni, kas ar virkni a atskiras tieSi
tris pozicijas.
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2007. gads
10. klase

1. uzdevums

Polinomu, kas rodas, izteiksmé (x3 — 7x + 6)% - (x? + 4x + 3)3 atverot iekavas un

savelkot lidzigos loceklus, apzimésim ar

P(x) = a;x'? + apx' + - + a1 %% + ajpx + ag3.

1) Ja x vieta ievietosim skaitli 1, ieglisim
P =a;- 1% +a,- 1"+ t+ay;-124+a, -1+ a3 =
=ata,+--+a +app+as,
kas ir polinoma P(x) koeficientu summa. Aprékinasim to:

P =(13-7+6)2-(1°+4+3)3=0%2-8=0.

2) Ar A apzimésim to polinoma P(x) koeficientu summu, kuri atrodas pie para
pakapém, bet ar B — koeficientu summu, kas atrodas pie nepara pakapém. Tatad
A+B ir visu polinoma P(x) loceklu summa jeb A + B = P(1). Ja polinoma x vieta
ievietosim skaitli (-1), ieglsim
P(-1)=a;-12%-a,- 1" +--+ay;-1°—a;,-1+a;3=A4A—B.
Aprékinasim: P(—1) = ((-1)3+ 7+ 6)%2 - ((-1)> =4 +3)> =122.03 = 0.

Ta ka A+B=0 un A-B=0, tad A=B=0, kas bija jaaprekina.

2. uzdevums

Pienemsim, ka n=2k. Apskatisim, kadi atlikumi rodas, skaitli n=2k dalot ar skait]iem
k+1;, k+2; ...; 2k—2; 2k — 1.

Rk):(k+1)=1,atL k-1

QRk):(k+2)=1,atL k-2

(2k):(2k—2) =1, atl. 2
(2k):(2k—1)=1,atl. 1
Ta ka, skaitli n dalot ar skaitliem 1; 2; ... ; k, var rasties ar1 vél citi atlikumi, tad
k-D+k—-2)+-+2+1<2k;
k—1+1)(k—-1
k-(k—1)<4k.
Atrisinot So nevienadibu, ieglisim, ka k < 5, tatad n = 2k < 10.
Pienemsim, ka n = 2k + 1. Tada gadijuma, n dalot ar k + 1; k + 2; ... ; 2k, atlikuma
iegasim k; k — 1;k — 2;...;1.Varamsecinat, kak + (k— 1)+ -+ 1 < 2k + 1;
k+1)-k
( 2) < 2k +1; k* +k < 4k + 2. Atrisinot nevienadibu, ieglsim, ka k < 4,
tatad n =2k +1 < 9.
Varam secinat, ka skaitlis n nav lielaks par 10. Beztamn > 2,tatad 3 < n < 10.
n+3,j03:1=3,atl.0; 3:2=1,atl.1un0+ 1+ 3
Lidzigi parbaudot citus skaitlus intervala [3; 10], ieglisim, ka n=8.
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3. uzdevums

Cetrstirim AMND iespé&jams apvilkt rinka Iiniju, B C

jo IMAN = <MDN un punkti A un D abi

atrodas viena pusé no taisnes MN. Tapéc ta N
pretéjo lenku summas ir 180° jeb M

IDAM + XMND =

= XADN + XAMN = 180° (1)

Bez tam zinam, ka A 53 qtt. D

XAMN + INMB = <DNM + <MNC = 180°
(2)
Ta ka ABCD ir trapece, tad
XADAB + XABC = XADC + ¥<DCB = 180° (3)
No vienadibam (1), (2) un (3) varam secinat, ka <DAM = XMNC,
XADN = XNMB, ¥DNM + XABC un XAMN + XDCB.

Apltkosim cetrstlri MBCN: XNMB + XNCB = XADC + XDCB = 180°, tatad
tam var apvilkt rinka Iiniju. Lenki MBN un MCN ir Sis rinka linijas ievilktie lenki, kuri
balstas uz vienu loku. Tatad <SMBN = <MCN, k.b.j.

4. uzdevums

Pienemsim, ka kvadrata, kas sastav no 5x5 rtinam, iespéjams izkrasot 16 ritinas ta,
lai neviena 2x2 ritinu kvadrata izkrasotas nebUtu vairak ka 2 ratinas.
—A ﬁ— Tos 2x2 ratinu kvadratus, kas satur kadu no stdra ratinam,
apzimésim ar burtiem A, B, C un D, ka paradits 54. attéla. Katra
no Siem kvadratiem ir izkrasotas ne vairak ka 2 ratinas, tatad
visos Cetros kvadratos kopa — ne vairak ka 8 rutinas. Tapéc 5x5
ratinas liela kvadrata 3. rinda un 3. kolonna ir iekrasotas ne
mazak ka 8 ritinas jeb ne vairak ka viena ratina palikusi
neiekrasota. Ja 5x5 ritinu kvadrata videéja ratina ir iekrasota,
viegli parliecinaties, ka vismaz divos 2x2 ratinu kvadratos, kuros
ta ietilpst, iekrasotas vairak neka 2 ratinas.
Apskatisim gadijumu, kad 5x5 ritinu kvadrata vidéja ritina nav
iekrasota. Tada gadijuma iekrasotas ir visas paréjas ratinas 3.
rinda un 3. kolonna. Tresas kolonnas 1. un 2. ratina ir iekrasota,
tapéc otraja kolonna 1. un 2. rGtina nevar bit iekrasota. Tresas
rindinas 1. un 2. rGtina ir iekrasota, tapéc otraja rindina 1. un 2.
ratina nevar but iekrasota. Tatad kvadrata A ir iekrasota ne vairak ka viena ritina.
Lidzigi var pieradit, ka ari kvadratos B, C un D var iekrasot ne vairak ka vienu ratinu
katra.
Izskaitisim, kads ir lielakais iespéjamais izkrasoto ratinu skaits Saja situacija — pa
ratinai kvadratos A, B, C un D un veél 8 citas ritinas. Tas ir 4+8=12<16 ritinas. Ir
ieglta pretruna, kas radusies, izdarot nepareizu pienémumu risinajuma sakuma.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka kada 2x2 rdtinas liela kvadrata jabat izkrasotam
vismaz 3 rutinam.

2N
{

M
\=74

54, att.

F__%
{

M
\=74

55, qgtt.
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5. uzdevums

Apskatisim situaciju, kura starp visiem gajieniem ir divi tadi, kuros izvéléts otrais
skaitlis no labas puses. Skaitlis, kas virkné atrodas labaja mala, gajienu rezultata
netiek mainits. Tatad, ja tam blakus esoSais skaitlis vienu reizi tiek izmainits, tad
paréjos gajienos tas paliek nemainigs. Gajiena, kura Sis skaitlis vélreiz tiek izvéléts,
rodas uzdevuma prasita situacija, jo iegta virkne sakrit ar iepriek$éjo.

Ja nav tadu divu gajienu, kuros izveléts otrais skaitlis no labas puses, tad kaut kad
iestajas tads bridis, ar kuru sakot divi pirmie virknes locekli no labas puses vairs
nemainas. Ja sakot no $I briza var atrast divus tadus gajienus, kuros izmainits tas
virknes loceklis, kas atrodas treSaja pozicija no labas puses, tad ldzigi ka ieprieks,
varam apgalvot, ka ir sasniegts uzdevuma prasitais (jo otraja no Siem gajieniem
ieguta virkne, kas sakrit ar iepriek$éjo).

Ja aprakstitaja situacija nav tadu divu gajienu, kuros izvéléts tresais loceklis no labas
puses, tad, sakot ar kaut kadu bridi, pedéjie tris virknes locekli netiek mainiti.

Sadi turpinot, varam nonakt lidz situacijai, kura vai nu divas péc kartas esosas
virknes ir vienadas, vai ari pirmais virknes loceklis no kreisas puses tiek izmainits,
savukart paréjie vairs netiek izvéléti. Ta ka gajieni tiek izdariti bezgaligi daudz reizu,
tad virknes locekli, kas atrodas kreisaja mala, nakas izmainit vélreiz, un ir iegutas
divas blakus esoSas vienadas virknes.

11. klase

1. uzdevums
. 11 . . . T
Izteiksme — + — pienem mazako vertibu, ja skaitli x un y pienem lielakas iesp&jamas
x Yy
1 2

« 1
vértibas. Saja gadijuma x =y =n. Ta ka msl+l,tad m< —+ —=—.
x y n n n

Pareizinot abas nevienadibas puses ar n, ieglisim, ka mn < 2.

1 1
Izteiksme — + — pienem lielako vértibu, ja skait]i x un y pienem mazakas iespéjamas
x Yy

v 1 1 2
véertibas. Saja gadijuma m=x=y. Ta ka — + — < n, tad — < n. Pareizinot abas
x y m

nevienadibas puses ar m, ieglisim, ka 2 < mn.

Ja mn<2un 2<mn, tad mn=2. Ta ka m un n ir naturali skaitli, bez tam
m < n, tad viegli noteikt, ka vienigas iespéjamas m un n vértibas ir m =1 un
n=2.

Parbaude.

Zinams, ka 1<x<2 un 1<y<2. Parbaudisim, vai ir spéka sakariba

1<iilon
X y

IA

Nlr—\x | =
IA
(U

No zinamajam nevienadibam iegtstam, ka

IA
—_
c
>
N |-
IA
< |+~

+—-—=1jeb1

N RN
IA
N

IA
K=
+

1 1
Llidzarto - +—<14+1=2un—-—+—2>
x y x Yy

Ik
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2. uzdevums

Devinciparu skaitli, kura ciparu summa ir 3, var pierakstit ka n = 108 + 10¢ + 10° ,
a,b=0,1,2,..,8.

Tada gadijuma n3 = (108 + 10% + 10?)3 . Atverot iekavas, ieglisim summu, kas
sastav no 27 saskaitamajiem. Bez tam katra saskaitama ciparu summa ir 1. Skait|a
n® ciparu summa nevar parsniegt skaitli, ko ieglistam, saskaitot o 27 saskaitamo
ciparu summas. Tatad ta neparsniedz 27.

Skaitlis n dalas ar 3, jo ta ciparu summa dalas ar 3. Tapéc skaitlis n* dalas ar 3°=27. Ja
skaitlis dalas ar 27, tad tas dalas arT ar 9, tapéc ari ta ciparu summa dalas ar 9. Ka jau
izsecinajam, skaitla n® ciparu summa ir mazaka vai vienada ar 27. Bez tam ciparu
summa noteikti ir naturals skaitlis (jo vienigais skaitlis, kura ciparu summa ir 0, ir
skaitlis 0). Vienigie naturalie skaitli, kas neparsniedz 27 un dalas ar 9, ir 9, 18 un 27.
Parbaudisim, vai visi $ie skaitli var bat n® ciparu summa.

Ja n=300000000, tad n> ciparu summa ir 9.

Ja n=210000000, tad n> ciparu summa ir 18.

Ja n=111000000, tad n* ciparu summa ir 27.

3. uzdevums
Ta ka taisne MN krusto vienu no rinka Iinijam punktos X un N, savukart MK ir

pieskare tai pasai rinka linijai, tad MX - NM = MK?.
Ta ka taisne NM krusto vienu no rinka

[nijam punktos Y un M, savukart NL ir M
pieskare tai pasai rinka linijai, tad

NY -NM = NI2. «
Pieskares, kas vilktas no viena punkta pret Y

kadu rinka liniju ir vienadas, tapéc OK=ON un

OM=0OL. No ta seko, ka KM=NL, tatad ari

KM? = NL* un 0 56.att. L
MX -NM = MK? = NL?> = NY - NM.

Tapéc MX = NY; MX — XY = NY — XY un MY = NX , k.b.j.

4. uzdevums

Pavisam iespéjams izveidot 50 virknes, kas sastav no viena locekla, un 50 virknes,
kas sastav no 49 locekliem. Bez tam katrai no pirmajam 50 virkném var piekartot
tadu vienu virkni no otrajam 50, lai katra sada virknu pari katrs no izrakstitajiem
skaitliem ietilptu tiesi vienu reizi.
Tada pasa veida katrai virknei, kas sastav no 2 locekliem, iespéjams piekartot virkni,
kas sastav no 48 locekliem, ..., virknei, kas sastav no 24 locekliem — virkni, kas sastav
no 26 locekliem.

Arl tas virknes, kas sastav no 25 locekliem, iespéjams sadalit
X  pa pariem t3, lai katrs no izrakstitajiem skaitliem batu ieklauts
—- viena no virkném katra virknu par.
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Izvélésimies vienu no musu izveidotajiem virknu pariem. Vienas virknes locek|u
summu apzimésim ar x, bet otras — ar y. Ta ka katrs no izrakstitajiem skaitliem
ieklauts tiesSi viena no virkném, tad x+y=1. Bez tam skaitli x un y ir veseli skaitli. Ja
divu veselu skaitlu summa ir 1, tad viens no Siem skaitliem ir pozitivs, bet otrs —
nepozitivs. Tatad katra virknu part tiesi vienas virknes loceklu summa ir pozitiva. Tas
nozime, ka tieSi pusei no musu aprakstitajam virkném izpildas uzdevuma prasitais.

0
= 1225 tadas,

Pa pariem esam sadalijusi 49 - 50 = 2450 virknes. Starp tam ir

kuram visu locekJu summa ir pozitiva.

Vél iespéjams izveidot 50 tadas virknes, kuras ietilpst visi 50 uzrakstitie skaitli. Visam
Sim virkném loceklu summair 1 > 0.

Tatad ir iespéjams izveidot tieSi 1225 + 50 = 1275 virknes, kuram loceklu summa
ir lielaka par nulli.

5. uzdevums

Lielako no skaitliem a; (i=1, 2, ... , n) apzZimésim ar A. levérosim, ka b] = 0 visiem
skaitliem j, kas lielaki par A. lzveidosim ,lejupejoSu” tabulu, kas sastav no n
kolonnam un bezgaligi daudz rindinam. Pirmaja kolonna izkrasosim a; augséjas
ailttes, otraja — a,, tresaja — as, ... , priekSpédéeja — a,.;, bet pédeja — a,. Tabula
pavisam izkrasotas a; + a, + --- + a, ailites.

Pirmaja rinda no augsas izkrasoto ailiSu skaits sakrit ar to skaitlu skaitu dotaja skaitlu
komplekta, kas nav mazaki par 1, otraja — kas nav mazaki par 2, tresaja — par 3, ...,
A-taja — kas nav mazaki par A. Tatad pirmaja rinda ir izkrasotas b, ailites, otraja — b,,
..., A-taja — b, ailttes. Ta ka neviens skaitlis skaitlu komplekta nav lielaks par A, tad
paréjas rindinas nav iekrasota neviena ailite. Skaitot pa rindinam, izkrasoto ailisu
skaitsirby + by + b3 + -+ by + -

Esam divos dazados veidos izskaitijusi izkrasoto ailiSu skaitu viena un taja pasa
tabula. Abi iegltie skaitli ir vienadi, tapéc

by +by+b3+:-=a+a, +--+a,, kb,

12. klase

1. uzdevums

Pieradisim, ka visiem x un y pastav nevienadiba
X+y<v2-x2+y? (1)
Jax+y <0, tair acimredzama. Ja x +y > 0, ar ekvivalentiem parveidojumiem
pakapeniski ieglistam
(x+y)* <2(x* +y%)
x2—2xy+y?=0
(x —y)? = 0, kas ir acimredzams. Lidz ar to (1) pieradita.
No (1) un uzdevuma dota ieglstam

x2 +y? <2 x2 +y2
Jx2 +y2 <42
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x?+y?2<2
Takiax +y = x? + y?, vajadzigais pieradits.

2. uzdevums
Dotais  vienadojums  ekvivalents vienadojumam  x3 = 7y3 +492z3 jeb
x3 =7(y3 + 7z%). Ta ka vienadojuma laba puse dalas ar 7, tad ari vienadojuma
kreisajai pusei jadalas ar 7. Ta ka skaitlim x> jadalas ar skaitli 7, kurs ir pirmskaitlis,
tad ari skaitlim x jadalas ar 7. Apzimésim x ar 7n. legustam, ka
(Tn)3 =7(y3 +72%);7-49n3 = 7(y® + 72%) ; 49n3 = y3 + 723 ;
y3 = 49n3 — 723, Ta ka vienadojuma laba puse dalas ar 7, tad ari kreisajai pusei
jadalas ar 7. Ja y3 dalas ar 7, tad ari y dalas ar 7. Apzimésim: y = 7m. Pedeja
vienadojuma y vieta ievietojot 7m un abas vienadojuma puses izdalot ar 7, iegusim
vienadojumu 49m3 = 7n3 — 23 ; z3 = 7n® — 49m3 . Spriezot Idzigi k3 ieprieks,
varam secinat, ka z dalas ar 7. Varam atkal ieviest jaunu mainigo un z izteikt ka 31
mainiga reizinajumu ar skaitli 7. Sadi turpinot, ieglisim, ka n dalas ar 7, m dalas ar 7
un ari visi paréjie mainigie, kas tiek ieviesti, dalas ar 7. Bez tam 3o procesu varétu
turpinat bezgalgi ilgi.
Ta ka skaitli x aizvietojam ar 7n un vélak ieguvam, ka n dalas ar 7, tad x dalas ar 49.
Bez tam kaut kada bridi skaitli n apziméjam ar jaunu mainigo, kurs (ka vélak izradas)
art dalas ar 7. Tatad x dalas ar 343. Rikojoties ka ieprieks aprakstits, aizvien
palielinas skaitlis, ar kuru dalas x. Bet tas nav iesp&jams, jo x nedalas ar skaitliem,
kas lielaki par x. Tatad vienadojumam x3 — 7y3 —492z3 =0 nav atrisinajuma
naturalos skaitlos.

3. uzdevums

Punkts K ir AC viduspunkts, tatad AK=KC. Apskatisim trijstdrus ABK un KBC. So
trijstdru laukumi ir vienadi, jo to pamati AK un KC ir vienadi un augstumi, kas vilkti
no punkta B, sakrit. Lidzigi varam pieradit, ka

trijstdru AMK un KMC laukumi ir vienadi. Tapéc ari g

Sapk t Samx = Skpc + Skmc 5 Smap = Smcs; C
%AM-AB-sinéiMAB=%CM-CB-sin<IMCB; A

AM - AB - sinXMAB = CM - CB - sin<XMCB. Ta

ka cetrstaris ABCM ir ievilkts rinka lmnija, tad D
IMAB + <MCB = 180°, M

IMAB = 180° — XMCB, 58. att.

sin AIMAB = sin (180° — XMCB)
sin IMAB = sin <MCB,
AM - AB =CM - CB.
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CM __ _ AB AD

Izdalot abas vienadibas puses ar AM - CB , ieglisim, ka —=—Taka —=—,
BC AM BC DC
tad
CM _AD
AM  DC
Apskatisim trijstirus AMC un CDA. Lenki AMC un CDA balstas uz vienu un to pasu
oo _ CM AD . _ AM CM
loku, tapéc tie ir vienadi. Bez tam no sakaribas — = — iegustam, ka — = —.
AM DC CcD AD
_ e . o AM CM AC
Tatad trijstiri AMC un CDA ir lidzigi. Tas nozimé, ka — = — = -— =1 . Esam
CD AD CA

ieguvusi, ka trijstari AMC un CDA ir vienadi. Lidz ar to ari attiecigas malas AM un CD
ir vienadas, k.b.j.

4. uzdevums

Atbilde: 2n — 2.

Pieradijums.

Izvélamies n X n ratinu liela kvadrata vienu rindinu un vienu kolonnu. Izkrasosim
visas ritinas $aja rinda un kolonna, iznemot tam kopigo ratinu. Saja gadijuma ir
izkrasotas (n—1)+ (n—1) = 2n — 2 ratinas. Bez tam katra rindina, iznemot
ieprieks izveléto, ir izkrasota tieSi viena ritina. Tas nozimé, ka izvélétaja kolonna
visas izkrasotas ratinas ir Tpasas. Arl katra kolonna, iznemot ieprieks izvéléto, ir
izkrasota tiesSi viena ritina. Tatad izvéléetaja rinda visas izkrasotas ratinas ir Tpasas.
Esam ieguvusi, ka n X n ratinu liela kvadrata var bat 2n — 2 ipasas ratinas.
Pieradisim, ka nav iespéjams iegut lielaku Tpaso rutinu skaitu n X n ratinas liela
kvadrata. Ar R apzimésim to rutinu skaitu, kas ir vienigas izkrasotas sava rindina, bet
ar K — kas ir vienigas izkrasotas sava kolonna. Skaitlis R + K nav mazaks par ipaso
ratinu skaitu (R + K ir lielaks par Tpaso ritinu skaitu, ja kada ratina ir vieniga
izkrasota gan sava rindina, gan kolonna). Ja kvadrata ipaso ratinu skaits ir lielaks par
2n—2, tad R+ K > 2n — 2. To rutinu skaits, kas ir vienigas izkrasotas sava
kolonna (rindina), nevar parsniegt kolonnu (rindinu) skaitu kvadrata. Ta ka kvadrata
ir pavisam n rindinas un n kolonnas, tad R < n un K < n. Lai summa R + K butu
lielaka par 2n — 2 = 2(n — 1) vismaz vienam no skaitliem R un K jabuat lielakam
par n— 1. Vieniga pielaujama K un R vértiba, kas ir lielaka par n — 1, ir n.
Apskatisim gadijumu, kad R = n. Saja situacija katra rindina ir viena tada ritina, kas
ir vieniga izkrasota sava rindina, jeb katra rindina ir tiesSi viena izkrasota ratina. Tatad
kvadrata pavisam ir n izkrasotu ratinu, bet n<2n—2 , ja n=>2 . Tadu pasu
rezultatu ieglsim, ja pienemsim, ka K = n. Tatad TpasSo ritinu skaits uzdevuma
aprakstitaja situacija nevar parsniegt 2n — 2.
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5. uzdevums

Izveidosim funkciju g°. Ka zinam, f g +3fg = 0 un g2 = 0. Sis nevienadibas més
varam sareizinat. leglsim, ka

f-g-9°+3f-g-9*=20;

fog*+f-(Bg* g)=0;

frg®+r-@» =0
(f-g*) =0.
Ta ka funkcijas f - g2 atvasinajums ir nenegativs, tad pati funkcija ir nedilsto3a. Lidz
arto
£(2007) - g*(2007) = f(1) - g*(D).

Taka £(2007) = f(1) = 1, tad g3(2007) = g3(1). No sakaribas
g°(2007) = g3(1) seko, ka g(2007) = g(1), k.b.j.
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UZDEVUMU SADALIJUMS PA TEMAM

Lai apzinatu uzdevumu tematiku, tie sadaliti piecas grupas: skaitlu teorija,
algebra, geometrija, kombinatorika un algoritmika.

Katra no Sim grupam sadalita vél sikak apaksgrupas.

Ipasi izdaliti uzdevumi, kas risinami ar interpretaciju metodi, batiski lietojot
vairakas matematikas nozares.

Dotais sadalijums ir nosacits, jo daudzi uzdevumi risinami ar vairakam
metodem. Ta ka gramata ietver 10. — 12. klaSu skoléniem paredzétus uzdevumus,
tad metodes izvéle atkariga ari no skolénu zinasanam.

ALGEBRA

Funkcijas, virknes: 95.10.5.,98.11.1., 98.12.1.,98.12.5., 04.12.4., 07.12.5.

Nevienadibas: 95.10.5.,95.11.5.,95.12.1,, 98.12.4,,01.10.2,,01.11.4,,01.12.1.,
04.11.2.,07.12.1.

Vienadojumi un to sistéemas: 88.10.1., 88.10.3.,88.11.1.,91.10.1.,91.11.1,,
91.12.1.,98.10.4.,04.11.1.,04.12.1.

Parveidojumi: 838.9.2.,95.11.3.,98.10.1., 01.10.1., 04.10.2.

Funkcionalvienadojumi, polinomi: 88.11.3., 07.10.1.

GEOMETRIA

Ar rinka liniju saistiti lenki: 95.10.5.,01.11.3.,01.12.4., 04.10.3.,04.11.4.,
04.12.3.,07.10.3,,07.12.3.

Vienadi trijsturi: 88.9.3., 88.10.2.,98.11.2., 01.10.3., 07.11.3.
Metriskas sakaribas: 91.12.3.,98.12.2,,01.11.3,, 07.11.3.
Nevienadibas: 88.9.4., 88.11.2.,91.10.3., 95.10.3., 95.12.2.
Laukumi: 91.11.3., 98.10.2.
Lidziba: 95.11.2., 04.11.4.
Geometriski parveidojumi: 01.12.2.
Vektori: 88.11.4.
Figliru sistéemas, piemeri: 91.10.5.,91.11.2,,91.12.5,,95.12.4.
Dirihle princips: 88.10.4., 88.11.5.,91.10.2., 95.11.4., 07.10.4.
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SKAITLU TEORIJA
Dalamiba, dalamibas pazimes un Tpasibas: 88.9.1.,91.11.4,, 01.11.1., 07.11.2.
Atlikumi un kongruences: 88.10.5.,91.10.4.,,91.12.4.,95.10.2., 95.12.5,,
98.10.3.,04.10.5.,04.11.3., 07.10.2.
Sadalijums pirmskaitlu reizinajuma: 95.12.3,,98.11.3.,98.12.3.,01.10.4,,
01.12.5.,07.12.2.
Vienadojumi un nevienadibas veselos skaitlos: 95.10.1., 95.11.1., 04.12.2,,

07.11.1.,07.12.2.

KOMBINATORIKA
Dirihlé princips: 01.10.2., 04.10.4., 07.10.4.
Invariantu metode: 91.12.2., 01.11.2.
SkaitisSana: 98.11.4.,07.11.4.
Kombinatoriskas strukturas, t.sk. grafi: 88.9.5.,91.11.5., 01.11.2,, 04.12.5,,
07.12.4.

ALGORITMIKA
Algoritma izstrade: 98.10.5.,98.11.5., 01.10.5., 01.11.5., 01.12.3., 04.10.1.

Procesu analize: 01.12.3,, 04.11.5,, 07.10.5.

INTERPRETACIJU METODE: 01.11.4.,01.12.5., 04.12.4., 07.11.5.
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Vairaki uzdevumi aizguti no citiem avotiem:

Niderlandes matematikas olimpiade: 88.11.5.

Rumanijas matematikas olimpiade: 95.10.5., 04.10.2., 04.11.4.
Bulgarijas matematikas olimpiade: 95.11.4.,01.12.1.

Cehijas matematikas olimpiade: 95.12.4.

Sankt-Péterburgas matematikas olimpiade: 01.10.3., 04.12.5., 07.12.3.

.Sarigins: 01.11.3.
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SERUA ,,LAIMA” MATEMATIKA

Redakcijas padome: A. AndZans, B. Johannessons,
L. Ramana, F. Bjernsdottira,
A. Cibulis

Makslinieciska noformétaja: D. Bonka

1991. gada augusta Islande bija pirma valsts, kas atzina Latvijas neatkaribas
atjaunosanu. Tas Latvijas iedzivotajos radija dzilas simpatijas pret skaitliski mazo,
bet dvéselé lielo islandiesSu tautu.

Kops ta laika misu tautu solidaritate izpaudusies daudzéjada zina. Viena no tas
izpausmeém ir projekts LAIMA (Latvijas un Islandes Matematiskas izglitibas projekts),
kas apvieno abu valstu specialistu pieredzi un palinus matematikas olimpiazu un
matematikas padzilinatas maciSanas joma, sagatavojot darbu sériju par
svarigakajiem modernas elementaras matematikas jautajumiem.

Islandé projekta galvenais atbalstitdjs ir kompanijas TALNAKONNUN
generalmenedzeris Benedikts Johannessons. Nenovértéjams ir ari vina finansialais

ieguldijums.
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