1. nodarbiba senioriem 07.12.20109.

Konspekts “Pamatigi pamati”

Pirmskaitli un to 1pasibas

2 Aritmétikas pamatteoréma:
3 Katru naturalun > 1 var viena vieniga veida izteikt reizingjuma: n = p; %1 - p,%1 - ...* p,, *m.
5
7 Pamatfakti:
11 Skaitlis 1 nav pirmskaitlis. Eksiste viens vienigs para pirmskaitlis: 2. Pirmskait]u ir bezgaligi daudz.
13 _y .
17 TesteSanas algoritms:
10 Skaitlis n ir pirmskaitlis tad un tikai tad, ja tas nedalas ne ar vienu pirmskaitli, kas neparsniedz v/n.
gg Eiklida lemma:
31 Jap ir pirmskaitlis, un p|ab, tad vai nu p|a, vai nu p|b.
37 Bertrina postulats:
41 Visiem naturaliem n > 1 intervala (n; 2n) eksisté vismaz viens pirmskaitlis.
43
47 Dirihle teoréma:
53 Ja skaitli @ un b ir savstarpgji pirmskaitli, tad eksisté bezgaligi daudz pirmskaitlu veida an + b, kur n ir naturals.
59
61 Ferma maza teoréma:
67 Ja naturals skaitlis a nedalas ar pirmskaitli p, tad a?~! = 1(mod p).
71
73 Vilsona teoréma:
79 Ja p ir pirmskaitlis, tad (p — 1)! = —1(mod p).
83
20 Grina — Tao teoréma:
07 Katram naturalam n > 2 eksisté n dazadi pirmskaitli, kas veido aritmé&tisko progresiju.
igg Ferma — Eilera (Ziemassvétku) teoréema:
100 Jebkurs pirmskaitlis veida p = 4n + 1 izsakams ka divu naturalu skaitlu kvadratu summa.
113 Pirmskaitla reprezentacija tris kvadratu summa:
g; Ja pirmskaitlis nav izsakams veida 8n — 1, tad to var izteikt ka tris veselo skaitlu kvadratu summu.
137 Pirmskaitlu sadalijjums:
139 Eksiste aptuveni — pirmskait]u, kas neparsniedz n.
Inn >
149
151 Pirmskaitlu starpibas:
157 Eksisté bezgaligi daudz pirmskait]u, kuru starpiba ir 246.
163
167 Midi teoréma:
173 Pienemsim, ka naturals skaitlis a ir mazaks par pirmskaitli p, un % =0,0,0;5 ... Ay Tad ap + Ay = 9.
179
181 Apgriezto pirmskaitlu summa:
L= Apgriezto pirmskaitlu summu var aproksimét ar formulu % + % + % + % + -+ i ~ In(Inp).
XXI gadsimta skaitli
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Funkcijas skaitlu teorija

Multiplikativas funkcijas jedziens skaitlu teorija:
Funkciju f sauc par multiplikativu, ja visiem naturaliem m un n, kuriem gcd(m,n) = 1, izpildas f(m - n) = f(m) - f (n).

Eilera funkcija:
Eilera funkcija ¢ (n) ir naturalo skaitlu, kas mazaki par n un ir savstarpgji pirmskaitli ar n, skaits. Eilera funkcija ir

multiplikativa funkcija un naturalam skaitlim n tiek definta sadi:
1

jan=p;t-ps?-.opym tad p(n) =n- (1—%) . (1 ——) s (1 —i). Ipasibas:

P2
* Pirmskaitliem ¢p(p) = p — 1. * Visiem naturaliem m un n izpildas (n™) = n™"1 - p(n).
* Yan@(d) =n. * Visiem naturaliem m un n izpildas (p(lcm(m, n)) : (p(gcd(m, n)) =qpn) - p(m).

Eilera teoréma: visiem veseliem a un n, kas ir savstarpgji pirmskaitli, izpildas a®™ = 1(mod n).
Primitiva sakne: katram pirmskaitlim p eksisté vismaz viena primitiva sakne g péc modula p, kopa {1, g, g2, ..., gP"2}ir
kopas {1, 2,3, ...,p — 1} permutacija. Pirmskaitla p primitivo saknu skaits ir vienads ar (p((p(p)) =¢p(p-1).

Mebiusa funkcija:
Mebiusa funkcija u(n) pienem vértibu 0, ja n dalas ar kada pirmskaitla kvadratu, pretgja gadijuma u(n) = (—1)%, kur k ir
skaitla n pirmskaitlu dalitaju skaits. Mébiusa funkcija ir multiplikativa funkcija, un tai piemit Tpasiba ,, u#(d) = 0, ja
n>1.

1. Mébiusa formula: g(n) = Xg, f(d) & f(n) = Lgjpu(d) - g (g)
2. Mébiusa formula: g(x) = Xp<x f (%) S f(x) =Y um) g (%), kur x > 1 ir reals skaitlis.

Dalitaju funkcijas:
Vispariga definicija: o,(n) = Xgp d°. Jan = p;*t - p,*1 - .- p,, *m, tad
Dalitaju skaits: 7(n) = g,(n) = Lgjn 1 = (1 +o¢;) - (1 +0¢3) oo (1 +,p,),
poIti_g A pomti_g
Dalitdju summa: o(n) = 01 (n) = Xgppd = < . ) . < 2 ) st ( m ), un Tpasibas:
p1—1 py—1 Pm—1
(1) +1(2) + - +1(n) = EJ + EJ +oet EJ un o) +a@2)+-+amn)=1- EJ +2- EJ +otn EJ

LeZandra simbols:

Kvadratiskie atlikumi: Skaitli g sauc par kvadratisko atlikumu péc modula 7, ja eksisté naturals x, ka x> = q(mod n). Péc
pirmskaitla modula tiesi puse atlikumu ir kvadratiska. Ja tada x nav, skaitli g sauc par ne-kvadratisku atlikumu péc
modula n.

Lezandra simbols un Eilera Kriterijs:

- 0, ja a dalas ar p.
Ja p ir pirmskaitlis, tad (E) =a 2 (mod p) =1 1, jaa ir kvadratisks atlikums pgc modula p.
p/, S . X _
—1, ja a ir ne-kvadratisks atlikums p&c modula p.
Ipasibas: Lezandra simbolam ir multiplikativa Ipasiba, ka arT (5> = (£> & a=b(modp) Un p = q(mod 4a) = (B) = (1) .
v/, v/, a’p, a’p,

Teorémas (nepara pirmskaitliem p un g):
_ p q (r-1)(q-1)
1. teoréma: (—) = (—) c(—1) -
a’/y P/

_ -1 p-1 1,jap = 1(mod 4
2. teoréma: (?)L =(-1)z = {—1{jfp _ é(mod i)
_ (_1)1’28‘1 _ {1,jap = 1 vai 7(mod 8)
L —1,jap = 3 vai 5(mod 8)
Gausa lemma: Ja gcd(a, p) = 1, unir x atlikumu a(mod p), 2a(mod p), ;:2;1 a(mod p) skaits, kuri parsniedz g, tad (%)L = x.

3. teoréma: (E)
p

Jakobi1 simbols:

Jan=p e p, e pyn, tad (2) = (i)z<1 : (i)z<2 e

( a >ocm J a) _ . _p : _
—) .Ja (—) = —1, tad a ir ne-kvadratisks atlikums p&c modula n.
J p1 P2 L n/jy

Pm
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Faktoriali, binomialie koeficienti, skaitla pieraksts, daliSanas pazimes

Faktoriali:
Skaitla izvirzijums faktorialos: Jebkuram naturalam skaitlim n eksistg tiesi viens veids, ka to pierakstit forma
n=fi- @A)+ f,- Q2D+ -+ f,, - (m!), kur f; ir vesels nenegativs skaitlis, kas neparsniedz i, un f,,, > 0.

1

- - n n ; n n P—
Stirlinga formula; v27n - (;) cenzn+1 < n! < +/2mn - (;) - eizn,

Binomialie koeficienti:

. ey . . _ . .o .. . _ . e 1. . n!
Binomiilie koeficienti parada, cik daudz kombinaciju ar izméru k var iegiit no n dazadiem elementiem: C¥ =

T (n=k)lk!
Vandermonda identitate: CX.,,,, = (C,? . C,lfl) + (C& . C,’fl_l) + (C,% . C,’fl_z) + -+ (C,? . C,’fl)

Binomialo koeficientu ipasibas:
k _ rn-k _1 k-1
G =Gy _;'Cn—l

< CF +Ckt = kil
sCM.CRTR=CcF-cp™
CR+Cp+Ci+ -+t =27
c(CO? + (CH2+ (€ + -+ (CF )2 + (2 = ¢,
Luka teoréma: Ja p ir pirmskaitlis, un p-naraja skaitloSanas sistema skaitli M un N izskatas attiecigi m, m;,_; ... m,m,, un

My gy, tad C,Zl . C,ZLZ e C,Zl(" = C} (mod p).

Kummera teoréma: Ja p ir pirmskaitlis, un C¥ dalas ar p, tad maksimala p pakape, ar kuru dalas CF, ir vienada ar parnesumu

skaitu, kas rodas, stabina saskaitot skaitlus (k), un (n — k),, (indekss p apzimé p-naro skaitloanas sistému).

Volstenholma teoréma: Ja p > 3 ir pirmskaitlis, tad Czpp = 2(mod p?)

DaliSanas pazimes:
P&dgjie cipari:
Skaitlis X dalas ar 2™, ja skaitlis (X mod 10™) dalas ar 2".
Skaitlis X dalas ar 5", ja skaitlis (X mod 10™) dalas ar 5".
Skaitlis X dalas ar 10", ja ta pedgjie cipari ir nulles.
P&dgja cipara saisinajums:
Skaitlis X dalas ar 7, ja skaitlis ((X div 10) — 2 - (X mod 10)) dalas ar 7.
Skaitlis X dalas ar 13, ja skaitlis ((X div 10) + 4 - (X mod 10)) dalas ar 13.
Skaitlis X dalas ar 17, ja skaitlis ((X div 10) — 5 - (X mod 10)) dalas ar 17.
Skaitlis X dalas ar 19, ja skaitlis ((X div 10) + 2 - (X mod 10)) dalas ar 19.
Skaitlis X dalas ar 31, ja skaitlis ((X div 10) — 3 - (X mod 10)) dalas ar 31.
Ciparu summa:
Skaitlis X dalas ar 3 vai 9, ja ta ciparu summa dalas attiecigi ar 3 vai 9.
Skaitlis X dalas ar 11, ja ta ciparu uz nepara vietam summas un ta ciparu uz para vietam summas starpiba dalas ar 11.
Skaitlis X dalas ar patvaligu skaitla a dalitaju k, ja (a + 1)-naraja skaitlo$anas sistéma skaitla X ciparu summa dalas ar k.
Ciparu grup@sana;
Skaitlis X dalas ar 27, ja trisciparu skaitlu, kuri tiek veidoti, grupgjot skaitla X ciparus pa 3, summa dalas ar 27.
Skaitlis X dalas ar 37, ja trisciparu skaitlu, kuri tiek veidoti, grupgjot skaitla X ciparus pa 3, summa dalas ar 37.
Skaitlis X dalas ar 99, ja divciparu skaitlu, kuri tiek veidoti, grupgjot skaitla X ciparus pa 2, summa dalas ar 99.
Skaitlis X dalas ar 101, ja, summa dalas ar 101.
Skaitlis X dalas ar patvaligu skaitla (t™ — 1) dalitaju k, ja t-naraja skaitloSanas sistéma n-ciparu skaitlu, kuri tiek veidoti,
grupgjot [t-naraja skaitloSanas sistéma] skaitla X ciparus pa n, summa dalas ar k.




