3. nodarbiba senioriem Artem Ubaidullaev

Konspekts “Vienadojumi un reizinajumi”

Vienadojumu klasifikacija un risinasanas metodes

Diofanta vienadojumi:
Polinomu ar veseliem koeficientiem no vairakiem mainigajiem sauc par Diofanta vienadojumu. Skaitlu teorija Siem
vienadojumiem mekl€ naturalus vai veselus atrisinajumus.

Pitagora trijnieki:
Vienadojuma x? + y2 = z2 jebkurs naturals risinajums (tadu ir bezgaligi daudz) atbilst formai
x=2mn-c
y=(m?—n?)c
z=(m?+n?-c
(m,n, ¢ ir naturali, x Un y var mainit vietam un vismaz viens no tiem ir para)
Pitagora Cetrinieki:
Vienadojuma x2 + y? + z? = w? jebkurs$ naturals risindjums (tadu ir bezgaligi daudz) atbilst formai
x=2m-c
y=2n-c

w=(m2;n2+k)-c

(m,m, k, c ir naturali, k ir skaitla m? + n? dalitajs, k < m? + n?; x,y un z var mainit vietam un vismaz divi no tiem ir para)

Ferma liela teoréma:
Jan > 2 ir naturals skaitlis, tad vienadojumam x™ 4+ y™ = z™ nav veselu atrisinajumu.

Linearie Diofanta vienadojumi:
Vienadojumam a,x; + a,x, + -+ a,x, = b eksisté (un tada gadijuma to ir bezgaligi daudz) tad un tikai tad, ja
gcd(ay, ay, ..., a,) dala b. Sim vienadojuma saknes atrod ar matricu metodi. Divu nezinamo gadijuma a,x + a,y = b,
zinot vienu atrisinagjumu, var ieglit visus citus, izmantojot formulu ar veselu parametru t:

a -1
X=X~ st xo = ba?“?
g all' 2 bet pirmajam atrisinajuma parim var izmantot formulu 1-g%@2).
— 4+ —1 . =) 1
Y=Y T e Yo=b—1t—

Dazas vienadojumu risinasanas metodes:
Bezgaliga kritiena metode (vai Vjeta I&cieni). Pienémums, Ka atrisinajumam piemit kaut kada unikalitate (minimala summa,
minimals reizindgjums, minimala vertiba) un, izmantojot logiskus spriedumus (vai Vjeta teorému), pamatot, ka pienemtais
apgalvojums ir aplams, jo eksisté vél mazaks risinajums utt.

Intervalu metode. Pirmais piemérs: ja ir dota nevienadiba a? < x? < (a + 1)? un a ir naturals, tad nav tada naturala x,
kur$ atbilstu dotajai nevienadibai. Otrais piemérs: ja b <y < b + 1, tad vismaz viens no skaitliem b, y nav vesels.

Izteiksmes veida x - y = z". Divi labi gadijumi. Pirmais: ja z ir pirmskaitlis vai ta pakape, tad x un y arf ir §1 pirmskaitla
pakape. Otrais: ja gcd(x,y) = 1, tad x = x uny = y¥. Visi skaitli (vai izteiksmes) ir naturali.

Cikliska metode. Parasti to izmanto vienadojumu sistémas ar vairakiem mainigiem, kuros ir iesp&jama nezinamo ,,rotacija”
pa apli. Izdara pien€mumu, piem&ram, par to, ka x < y, no ta iegiist, ka y < z un talak z < x, no ka var secinat, ka
atrisindgjumu nav, ja pastav stingra nevienadiba starp x uny. So metodi var Izmantot arf citadak: ja x dalas ar a, tad ari y
dalas ar a, un tapéc art z dalas ar a utt.
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Pella vienadojumi

Pella-Ferma vienadojums:
Vienadojumam x? — Dy? = 1 (kur D € N, VD & N), ir bezgaligi daudz naturalu atrisinajumu. Veselos skaitlos tam eksiste
viens trivials atrisinajums (x,y) = (1, 0). Atrisindgjumus naturalos skaitlos iespgjams iegiit, zinot minimalo atrisindgjumu:

% = 5 (tmin + YminVD)" + 3 (Xnin = YminVD) ¥n = 575 Comin + YminVD)" = 575 (Xmin = Ymin¥D)"
Darbojas ar1 rekursiva sakariba katram nakamajam atrisinajumam, ko var pieradit ar matematisko indukciju:

Xp+1 = Emin) * Xn + (D * Ymin) * Yn3 Ynt1 = Wmin) * Xn + Emin) * Yn

Viegli pamanit, ka atrisinajumiem piemit skaistas ipasibas:

X + Yo VD = (Ximin + ymin\/ﬁ)n; Xy = Yo VD = (Ximin — ymin\/ﬁ)n

Ka ari dala i—: ir laba racionala aproksimacija (no auggas) skaitlim v/D.

Negativais Pella vienadojums:

Vienadojumam u? — Dv? = —1 (kur D € N, VD ¢ N), vai nu ir bezgaligi daudz naturalu atrisindjumu, vai nu nav neviena.
NEATKARIGI UN PIETIEKAMI NOSACTJUMLI:
atrisinajumu NEeksistencei: atrisinajumu eksistencei:
e D dalas ar 4; e D ir pirmskaitlis, kas izsakams veida 4m + 1;

e D dalas ar nepara dalitaju, kas izsakams veida 4m + 3. = e Eksiste kaut viens atrisinajums naturalos skait]os.

Pargjos gadijumos nav vienkar$as universalas metodes, ka noskaidrot atrisinajumu eksistenci. Bet ir zinams, ka negativa
Pella vienadojuma fundamentals atrisinajums ir saistits ar atbilstosu Pella-Ferma vienadojumu x? — Dy? = 1:

2 2
Upin T 1]min\/5 = (xmin + ymin\m) ; Umin — Umin\/ﬁ = (xmin - ymin\/ﬁ)
Atrisinajumi izsakami veida:
1 2n-1 1 2n-1 1 2n—1 1
Up = E(umin + vmin\m) + Py (umin - 17min\/5) ; Up = 2D (umin + Umin\/ﬁ) ~ 2 (umin - 1Jmin\/ﬁ)

Darbojas arT rekursiva sakariba katram nakamajam atrisinajumam, ko var pieradit ar matematisko indukciju:

2n—-1

Uptr = (urznin + Dvrznin) “Up t (ZDuminvmin) "Un, Uny1 = (ZDuminvmin) "Up t (urznin + Dvrznin) *Un
Viegli pamanit, ka atrisindgjumiem piemit skaistas ipasibas:

2n-1 2n—-1
Uy + v, VD = (Upin + VminVD) Uy, — VD = (Umin — VminVD)

Ka ari dala 1;—" ir laba racionala aproksimacija (no apaksas) skaitlim v/D. Apaksa noraditas visas D < 100 Vertibas, kuram

n

eksistg atrisinajumi: 2, 5, 10, 13, 17, 26, 29, 37, 41, 50, 53, 58, 61, 65, 73, 74, 82, 85, 89, 97.

AB-Pella vienadojums:
Vienadojumam Ar? — Bs? = 1 (kur 4,B € N, VAB ¢ N, gcd(4, B) # 1), vai nu ir bezgaligi daudz naturalu atrisinajumu,
vai nu nav neviena. Lai biitu bezgaligi daudz atrisinajumu, pietiek ar vienu fundamentalo atrisinajumul.
Pargjos atrisinajumus iegiist, izmantojot sakaribas ((x,,, y,,) ir vienadojuma x> — ABy? = 1 atrisinajumi):
h = (rmin) "Xt (SminB) Y Sp = (Smin) “Xp t (rminA) “Yn

Cakravala metode Pella-Ferma vienadojumu risinasanai:

2 2 2
N D -D
Ir trijnieks (x,y, k), kur x? — Dy? = k. Tatad atrodam tadu m, ka (w) —D- (m) = (m—)
k k k' /min.vertiba
mx+Dy. , _ x+my, K = m2-D
[kl [kl k

Atkartojam jaunajam trijniekam (x’, y', k") o iteraciju tik ilgi, kam&r neiegiisim k"'’ = 1.

Iegiistam jauno trijnieku: x' =
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Algebriskas izteiksmes un identitates

Pakapju summa un starpiba:
XM — yn — (x _y)(xn—l + xn—zy + xn—3y2 + o4 xyn—z + yn—l)

x2n+1 + y2n+1 — (x +y)(x2n _ x2n—1y + x2n—2y2 — et nyZn—Z _ xyZn—l + yZn)

Summas vai starpibas kvadrata, kuba, un citu izteiksmju formulas:
(x+y)2 =x%+2xy +y?

(x £y)% =x3 £ 3x%y + 3xy? £ y°

(x £y)* =x* +4x3y + 6x2y* + 4wy’ + y*

(x £ y)° = 2% + 5x*y + 10x%y? + 10x2y° + 4xy* + y°

(x £)¢ = x® + 6x5y + 15x*y? + 20x%y® + 15x%y* + 6xy5 + y°

(x +y)” =x7 £ 7x%y + 21x5y? 4+ 35x*y® + 35x3y* + 21x2y5 + 7xy® £ y7
Brahmaguptas identitate:

(@? + b?)(c? + d?) = (ac F bd)? + (ad + bc)? = (ac + bd)? + (ad F bc)?

(DO ED =y FD? & (x +y)?

Sofi-Zermenas identitate:
4a* + b* = (2a® + 2ab + b?)(2a® — 2ab + b?)

Dazas citas identitates:
c+y+2)2—-x3—y3—23=3(x+y)(y+2)(z+x)
x=yP+0-2°+2-x°=36-Ny-20z-x)
xX34+y3+23—3xyz=(x+y+2) (x> +y?+z2—xy —yz—zx)
-y +ytc—y)+zt -0 = -y —2)(z—x)(x*+y? + 2% + xy + yz + zx)
X0+ x5 +1 =2 +x+ DO —x"+ x> —xt+x3—x+1)
AxtFI=+x+ D3 —x+1)
x4+l = @+ D —x+ 1)
x*+x3+x?2+x+1=((x*+3x+1)*> —5x(x +1)?
xt+ a3+ x4+ x+12=(x%?—-2x+3)(x* +3x +4)

Stirlinga tuvinajums faktorialam:
1

n n ; n n —_
2nn - (;) ezn+1 < n! < +/2nn - (;) - ei1z2n



