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Sodien:

Jadala viena izteiksme ar otru,
Jjamekle lielakais kopigais dalitajs
» Dalisana stabina (reizém loti [idziga)

« Eiklida algoritms
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1234 = 112-11+2, z°+202+3z+4=(z2+z+2)(z+1)+2.

Jastrada ar polinomiem

« Sadalisana reizinatajos
 Saknes

Jaatrisina uzdevums, izmantojot
Pella vienadojumu

e Biezi ir «isa cela» risinajumus
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Eiklida algoritms
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Eiklida algoritms
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pirmskaitlis




Uzdevums

Vai skaitlis x° + 2x’ — 4x® — 8x3 + x2 + 2 var bit

naturala skaitla kvadrats kadam veselam X?




POLINOMI
AR VESELIEM

KOEFICIENTIEM




Starp naturaliem skaitliem daudzi ir tadi, kas dalas tikai ar 1
un ar sevi — tie saucas pirmskaitli. Tie var but bezgaligi lieli.

Polinomu «pirmskaitli» ir:
e binomi ax+b un

 tadi trinomi ax?+bx+c, kuriem nav atrisinajumu realos
skaitlos.

Tatad:

Jebkuru polinomu ar pakapi vismaz 3 var sadalit
«reizinatajos» — mazakos polinomos (ar realiem
koeficientiem), kuru pakapes ir vai nu 2, vai nu 1.

Skait|u teorija meés parasti
stradajam ar veseliem,
naturaliem un racionaliem
skaitliem.




Polinomu sadalisana «reizinatajos»

Veselu koeficientu polinomus, kurus var
sadalit veselu koeficientu polinomu
reizinajuma, sauc par reducéjamiem.

Biezi olimpiades noder panémiens
pieradit, ka polinoms ir nereducéjams.
Sim nolikam var izmantot dazadus
kriterijus, kurus talit apskatisim.




Polinoma «duala daba»

Ja n-tas pakapes polinomam ar
veseliem koeficientiem ir n veselas
saknes, tad to var sadalit reizinatajos:

P(x)=a,x"+a, X" +..+aXx+a,
P(X)=a, (X=X ) (X=X;).cn (X=X,




Eizensteina kriterijs

P(x)=a,x"+a, X" +..+aX+a,

Pienemsim, ka dots polinoms ar veseliem koeficientiem,
un eksisté tads pirmskaitlis p, ka:

° 4a,, d,,, .., 0, 0, Visi dalas ar p;

* a, nedalas ar p;

* a, nedalas ar p?%;

Tad var secinat:

* So polinomu nevar sadalit veselu koeficientu polinomu reizinajuma;
* Sim polinomam nav racionalo saknu.




Eizensteina kriterijs

Vai dotais polinoms ir reducéjams?
Vai dotajam polinomam ir racionalas saknes?

BX" — 6x° + 3x3 — 15x2 — 75 =
3x3+4x -6 =

4x* + 1 =

x8 + 8x* — 20 =

X*+x3+x2+x+1=




Polinomu starpiba

P(x)=a,x"+a, X" +..+ax+a,

P(y) =ay"+a Yy +..+aYy+a,

P(x)—P(y):an(xn —y”)+an_1(x“‘1—y“‘1)+...+a1(x—y)

bet Xk —yk =(X—y)(xk_1+xk_2y+-”+xyk—2 +yk—1)

P(x)-P(y) dalasar (x-y)




Bezu teorema

Ja polinoms a ir polinoma sakne, tad polinoms
dalas ar (X = a).

Viens noderigs secinajums:

Ja mums ir zinama polinoma veértiba kaut kada
punkta, piem., P(a) = A, tad pariesim pie jauna
polinoma:

Q(X) =P(x) -A

Sim polinomam més zinam vienu sakni (a), tatad
Q(X) dalas ar izteiksmi (X = a).




Bezu teorema

Zinams, ka kads polinoms ar veseliem
koeficientiem pienem vértibu 2002
sesiem dazadiem veseliem skaitliem.

Vai eksisté tads vesels X, kuram Sis
polinoms pienemtu vértibu 20207




Zimju mainu skaits

Dots n-tas pakapes polinoms.

Jautajums: cik daudz Sim polinomam
var but pozitivo saknu?

Ja pozitivo saknu skaits ir X, un polinoma koeficienti maina
zimi ZMS reizes, tad (ZMS — X) ir nenegativs para skaitlis.

10x8 + X’ — x4 —4x3+4x -6

‘ ZMS = 3, tatad

+10x8 + X7 — x4 — 4x3 + 4x — 6 pozitivo saknu ir

V' VV vai nu 3, vai nu 1.




Zimju mainu skaits

Kads var but pozitivo saknu skaits polinomiem:

2X4 + X2 — TX

2x3 — 1 + 11x2

2019x2021 — 2020x2920 + 2021x2019 — 2020 + 2019

5x6 + x4 + 3x° + 2x +8




Vjeta teorema

Noteikti jus visi zinat Vjeta teoréemu kvadratvienadojumam:
X>+px+qg=0 vai ax’?+bx+c=0

Tam ir divas saknes x, un x,, tad
* X;+X,=—p vai X, +X,=-b/a
* X,°X,=¢ vai XX, =c/a

Vispariga gadijuma, ja n-tas pakapes
polinomam ir n saknes, tad
* Xy +X+..X,=—a, . [a,
X;* Xy * et X, = (-1)" - ap/a,, P(x)=a,x"+a, X" +..
Jaa,=1, tad
° XX, t ...
e B2 © o




Vjeta teorema

Dots polinoms ar veseliem koeficientiem:
ax*+bx3+cx2+dx+e
Zinams, ka tam ir Cetras veselas saknes.

a) Vaieun avar vienlaicigi but pirmskaitli?
b) Vai e var but pirmskaitlis, ja visas Cetras saknes ir dazadas?




Racionalas saknes

P(x)=a,x"+a, X" +..+aX+a,

Ja polinomam P(x) ar veseliem koeficientiem ir racionala sakne s, tad:

a, dalas ar p visiem veseliem x
a,dalas ar q skaitlis P(x) ir vesels

U un dalas ar (gx — p)

jaa,=1, tad
polinomam nevar
but dalveida saknu




PELLA

VIENADOJUMS




Uzdevums par vérsiem

Compute, O friend, the number of the cattle of the sun which once grazed upen the plains of Sicily, divided according to color into four herds, ane milk-white, one black, one dappled and one yellow.
The number of bulls is greater than the number of cows, and the relations between them are as follows:

1 1
White bulls = (E + g) black bulls + yellow bulls,

1 1
Black bulls = (Z + E) dappled bulls + yellow bulls,

Dapplect bulls = (% N %) e buls = yetlow buls jféwéadé Wm‘e&/ these alse, @ﬂm WMZ&/ the lotal nwmber g/mli/@
Whitewws:(g'*'z) black herd, mmwwm /WMW/ ,@J%W |é% //m 6%‘

Black cows = (i + é) dappled herd,

1 1
Dappled cows = (E + E) yellow herd,
1 1
Yellow cows = { — + — | white herd
6 7

If thou canst give, O friend, the number of each kind of bulls and cows, thou art no novice in numbers, yet can not be regarded as of high skill. Consider, however, the following additional relations
between the bulls of the sun:

White bulls + black bulls = a square number,
Dappled bulls + yellow bulls = a triangular number.

Uzdevums loti sarezgits;
risinajuma figuréja vienadojums:  X? —4729494y? = 1.

Lopu skaits parsniedza 7,7-10%06544,




Pella vienadojums

Vienadojumam x2 — Dy? = 1 (kur D ir naturals, bet nav kvadrats), ir bezgaligi daudz
atrisinajumu naturalos skaitlos (trivials atrisinajums veselos skaitlos ir x =+1 un y = 0).

Visi paréjie atrisinajumi iegustami, ja ir zinams minimals netrivials atrisinajums:

* Xn = %(xmin + ymin\/ﬁ)n + % (xmin - Ymin\/ﬁ)n

* Yy, = ﬁﬁ (Xmin + ymin\/ﬁ)n - % (xmin o ymin\/B)n

Var ari izmantot rekursiju:

Xn+1 = (tmin) - Xn + (D * Ymin) * Vn Yn+1 = min) - Xn + (Xmin) * Vn

Atrisindjumiem piemit skaista ipasiba: x, + y,VD = (xpin + yminx/ﬁ)n;

X
vel dala y—n ir laba racionala aproksimacija (no auggas) skaitlim v/D.
n




Negativais Pella vienadojums

Vienadojumam x2 — Dy? = -1 (kur D ir naturals, bet nav kvadrats)

* vai nu nav neviena atrisinajuma,

e vainuirir bezgaligi daudz atrisinajumu naturalos skaitlos.

Neatkarigi un pietiekami nosacijumi

atrisinajumu NEeksistencei: atrisinajumu eksistencei:

e Ddalasar4 e D ir pirmskaitlis, kas izsakams veida 4m+1
e D dalas ar nepara dalitaju, kas izsakams veida 4m+3 e Eksisté kaut viens atrisinajums naturalos skait]os

s

. L N _ 2
Pella vienadojums u? = Dv? = 1 ir saistits ar ta negativo analogu ar formulu: xpin £ YminVD = (Ymin £ YminVD)
Atrisinajumi izsakami veida:
2n—1

2n—1
* Xp = %(xmin + ymin\/ﬁ) " + %(xmin - Ymin\/ﬁ)

2n—1

* Up = % (xmin + Ymin\/ﬁ)zn_l - % (xmin - Ymin‘/ﬁ)

2n-1
Atrisinajumu skaista Tpaiba : x,, + y,VD = (xmin + ymin\/ﬁ) " ; vél dala =2 ir laba aproksimacija (no apakgas) skaitlim v/D.

Yn

Apaksa noraditas visas D < 100 vertibas, kuram eksisté atrisinajumi: 2, 5, 10, 13, 17, 26, 29, 37, 41, 50, 53, 58, 61, 65, 73,74, 82, 85, 89, 97.




AB-Pella vienadojums

Vienadojumam Ax2 — By? = 1 (kur A, B ir naturali, savukart AB nav kvadrats)
* vai nu nav neviena atrisinajuma,

* vainuirir bezgaligi daudz atrisinajumu naturalos skaitlos.

Pella vienadojums u?— ABv? = 1 ir saistTts

ar ta AB-analogu caur sadu formulu:
* Xp = (Xmin) * Un + YminB) * vy

* Yn = Wmin) - Un + (Xmind) - vy




«Cakravala» metode

Sakums: K jaizvélas péc iesp&jas mazaks.

Skaitlu trijnieks (X, y,k)
apmierina nosacijumu:
x* —Dy’ =k

legtistam jauno trijnieku:
. mx+ Dy . X+my
X'=—— y'=
K K

2
k'=m -D
k

Meklgjam tadu m, lai

. m
izteiksmes (

2

J vertiba

biitu vesela un péc absolitas

Vertibas péc iesp&jas mazaka.

Tada gadijuma izpildas:

(

mx + Dy
k

J-o

X+ my

Beigas: izteiksmes vertiba ir + 1.

N

k

J<

k

m2—DJ2

Ka atrisinat Pella vienadojumu x? — Dy? = +1°?




PALDIES PAR UZMANIBU!

Veiksmi olimpiadés!




