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Anotâcija
Ðis materiâls ir paredzçts spçjîgâko skolçnu sagatavoðanai algebrâ starptau-
tiskâm matemâtikas olimpiâdçm. Materiâlâ ir iekïauts neliels teorçtiskais ma-
teriâls un virkne uzdevumu. Izklâsts ir izkârtots atbilstoði matemâtikas olim-
piâdçs sastopamo uzdevumu tçmâm.
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1. nodaïa

Ievads

Ðis darbs ir paredzçts kâ materiâls spçjîgâko skolçnu sagatavoðanai augsta
lîmeòa matemâtikas olimpiâdçm, tâdâm kâ Starptautiskâ matemâtikas olim-
piâde (International Mathematical Olympiad) un olimpiâde Baltijas ceïð
(Baltic Way).

Vairumu olimpiâþu uzdevumu var iedalît vienâ no sekojoðajâm grupâm:
algebras, ìeometrijas, kombinatorikas vai skaitïu teorijas uzdevumi. Protams,
sastopami arî citi, piemçram, analîzes uzdevumi vai uzdevumi, kuros jâizman-
to zinâðanas no vairâkâm matemâtikas nozarçm. Ðis darbs ir veltîts algebras
uzdevumiem.

Vairumu algebras uzdevumu savukârt var iedalît nevienâdîbâs un uzdevu-
mos par polinomiem. Abâs ðajâs uzdevumu grupâs bieþi ir lietderîgi izmantot
zinâðanas par kompleksiem skaitïiem. Ir arî komplekso skaitïu algebrai spe-
cifiski uzdevumi. Ðis darbs ir izkârtots atbilstoði ðim iedalîjumam. 2. nodaïâ
ir aplûkota nevienâdîbu pierâdîðana, 3. nodaïâ uzdevumi par kompleksajiem
skaitïiem un 4. nodaïâ uzdevumi par polinomiem. Ðîs tçmas ir cita ar ci-
tu saistîtas, tâpçc nodarbîbâs ar skolçniem ir lietderîgi tâs apskatît paralçli,
pamîðus, nevis pçc kârtas.

Ðajâ darbâ nav izklâstîts algebras teorçtiskais pamatmateriâls, kas jau
tiek aplûkots skolâ. Ðajâ darbâ ir iekïauti tikai tie rezultâti, kas nepiecieðami
konkrçtu uzdevumu grupu risinâðanai, tajâ skaitâ atseviðías teorçmas, kas,
bûdamas elementâras, tomçr netiek aplûkotas skolas algebras kursâ.

Ðobrîd darbâ ir iekïauts tikai teorçtiskais materiâls un uzdevumu for-
mulçjumi, bez atrisinâjumiem. Nâkotnç paredzçts darbu papildinât ar visu
uzdevumu atrisinâjumiem.

Darba sagatavoðanâ ir izmantoti A. Liepas Neklâtienes matemâtikas sko-
las materiâli [1, 2], uzdevumu komplekti [5, 6], grâmatas [3, 4] un daþâdâs
matemâtikas olimpiâdçs piedâvâtie uzdevumi.
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Apzîmçjumi

C komplekso skaitïu kopa
N naturâlo skaitïu kopa
Q racionâlo skaitïu kopa
R reâlo skaitïu kopa
Z veselo skaitïu kopa
k[x] polinomi no x ar koeficientiem no k, kur

k = Z, R, C vai kâda cita skaitïu kopa
k[x1, . . . , xn] daudzargumentu polinomi no x1, . . ., xn

ar koeficientiem no k
LKD(p, q) polinomu p un q lielâkais kopîgais dalîtâjs



2. nodaïa

Nevienâdîbas

Ðajâ nodaïâ aplûkosim nevienâdîbu pierâdîðanas paòçmienus. Iesâkumâ
apskatîsim vienkârðâkâs pamatmetodes, tad pamatnevienâdîbas, uz kurâm
tiek reducçts vairums nevienâdîbu, visbeidzot daþâdus olimpiâþu uzdevu-
miem specifiskus paòçmienus.

Ja ðîs nodaïas uzdevumâ mainîgo apgabali nav norâdîti, tad ðie mainîgie
ir patvaïîgi reâli skaitïi.

2.1. Ekvivalento pârveidojumu metode

Parasti nevienâdîbas pierâda, pârveidojot doto nevienâdîbu par vienu vai
vairâkâm vispârzinâmâm vai acîmredzamâm nevienâdîbâm. Pârveidojumus
parasti veic soli pa solim. Vienâ solî nevienâdîbu pârveido vai nu par ne-
daudz savâdâku ekvivalentu nevienâdîbu, vai par spçcîgâku nevienâdîbu, no
kuras iepriekðçjâ nevienâdîba izriet. Otro paòçmienu sauc par nevienâdîbas
pastiprinâðanas metodi, un tâ tiks aplûkota nâkamajâ sadaïâ. Ðajâ sadaïâ
apskatîsim pirmo, ekvivalento pârveidojumu metodi.

Ja mçs nevienâdîbu A ≥ B pârveidojam par C ≥ D, kur A, B, C, D
ir kaut kâdas izteiksmes, tad teiksim, ka tas ir ekvivalents pârveidojums,
ja A ≥ B tad un tikai tad, ja C ≥ D. Tas pats attiecas arî uz stingro
nevienâdîbu >.

Tipiskâkie ekvivalentie pârveidojumi ir ðâdi.
1. Kâdas izteiksmes pieskaitîðana abâm nevienâdîbas pusçm: A + E ≥

B + E. Izteiksmes atòemðana no abâm pusçm. Saskaitâmâ pârneðana
uz otru nevienâdîbas pusi, mainot tâ zîmi.

2. Abu puðu zîmes un nevienâdîbas zîmes mainîðana uz pretçjo: −A ≤
−B.
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3. Pozitîvas izteiksmes piereizinâðana abâm pusçm: A ·E ≥ B ·E, E > 0.
Abu puðu dalîðana ar pozitîvu izteiksmi.

4. Ja zinâms, ka A > 0 un B > 0 vai A < 0 un B < 0, tad abu puðu aizvie-
toðana ar apgrieztajâm izteiksmçm un nevienâdîbas zîmes mainîðana
uz pretçjo: 1/A ≤ 1/B.

5. Abu puðu celðana nepâra pakâpç: A2k−1 ≥ B2k−1, k ∈ Z.
6. Ja zinâms, ka A > 0 un B > 0, tad abu puðu celðana patvaïîgâ nenulles

pakâpç: Ar ≥ Br, r ∈ R, r 6= 0.
Protams, ir arî citi ekvivalentie pârveidojumi, un viss minçtais ir spçkâ

arî stingrajai nevienâdîbai >.
Viena no elementârâkajâm nevienâdîbâm, uz kurâm ar ekvivalentiem pâr-

veidojumiem var reducçt vairumu citu nevienâdîbu ir ðâda.
2.1.1. Apgalvojums. Ja A ir reâlu skaitïu algebriska izteiksme, tad

A2 ≥ 0.

2.1. Sekas. Ja A1, A2, . . ., An ir reâlu skaitïu algebriskas izteiksmes, tad

A2
1 + A2

2 + . . . + A2
n ≥ 0.

Ilustrâcijai der sekojoðie uzdevumi.
2.1. Uzdevums. [2, 7. piem.] Pierâdît nevienâdîbu

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ac. (2.1)
Risinâjums.

(2.1) ⇔ a2 + b2 + c2 − ab− bc− ac ≥ 0 ⇔
⇔ 2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2bc− 2ac ≥ 0 ⇔

⇔ (a2 − 2ab + b2) + (b2 − 2bc + c2) + (a2 − 2ac + c2) ≥ 0 ⇔
⇔ (a− b)2 + (b− c)2 + (a− c)2 ≥ 0.

Pçdçjâ nevienâdîba izriet no sekâm 2.1, lîdz ar to nevienâdîba ir pierâdîta.
ut

2.2. Uzdevums. [2, 1. uzd.] Pierâdît nevienâdîbu
a2 + b2 + c2 + 3/4 ≥ a + b + c. (2.2)

Vispârinât nevienâdîbu n skaitïiem.
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Risinâjums.

(2.2) ⇔ (a2 − a + 1/4) + (b2 − b + 1/4) + (c2 − c + 1/4) ≥ 0 ⇔
⇔ (a− 1/2)2 + (b− 1/2)2 + (c− 1/2)2 ≥ 0.

Pçdçjâ nevienâdîba izriet no sekâm 2.1 Dabiskâkais dotâs nevienâdîbas vis-
pârinâjums ir ðâds:

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n + n/4 ≥ x1 + x2 + . . . + xn. (2.3)

ut

2.3. Uzdevums. [2, 8. piem., 2. vingr., 2. uzd.]
1. Pierâdît nevienâdîbu (x1y1 + x2y2)

2 ≤ (x2
1 + x2

2)(y
2
1 + y2

2).

2. Pierâdît nevienâdîbu (x1y1+x2y2+x3y3)
2 ≤ (x2

1+x2
2+x2

3)(y
2
1 +y2

2 +y2
3).

3. Vispârinât ðîs nevienâdîbas mainîgajiem x1, x2, . . ., xn, y1, y2, . . ., yn.

Risinâjums. Pierâdîsim uzreiz vispârinâjumu | nevienâdîbu(
n∑

i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑

i=1

x2
i

)(
n∑

i=1

y2
i

)
. (2.4)

Atverot iekavas, iegûstam:
n∑

i=1

x2
i y

2
i +

∑
1≤i<j≤n

2xiyixjyj ≤
∑

1≤i,j≤n

x2
i y

2
j .

Pçc noîsinâðanas un pârneðanas uz labo pusi iegûstam:
0 ≤

∑
1≤i,j≤n;i6=j

x2
i y

2
j −

∑
1≤i<j≤n

2xiyixjyj.

Beidzot, ievçrojot, ka x2
i y

2
j + x2

jy
2
i − 2xiyixjyj = (xiyj − xjyi)

2, nevienâdîbu
pârveidojam par

0 ≤
∑

1≤i<j≤n

(xiyj − xjyi)
2,

kas izriet no sekâm 2.1 ut

Nevienâdîbu (2.4) sauc par Koðî jeb Koðî-Buòakovska nevienâdîbu; sîkâk
to un tâs pielietojumus mçs apskatîsim 2.6. sadaïâ.

Bieþi nevienâdîbu reducç uz citu, kuru var pierâdît, ðíirojot vienkârðus
gadîjumus.
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2.4. Uzdevums. [2, 10. piem.] Dots: a, b > 0. Pierâdît nevienâdîbu

an+2

bn
+

bn+2

an
≥ a2 + b2. (2.5)

Risinâjums. Tâ kâ a, b > 0, tad varam reizinât abas (2.5) puses ar anbn:
(2.5) ⇔ a2n+2 + b2n+2 ≥ an+2bn + anbn+2 ⇔

⇔ (a2n+2 − an+2bn) + (b2n+2 − anbn+2) ≥ 0 ⇔
⇔ (an+2 − bn+2)(an − bn) ≥ 0. (2.6)

Ja a ≥ b, tad abi reizinâtâji (2.6) kreisajâ pusç ir nenegatîvi, tâtad arî to
reizinâjums ir nenegatîvs. Ja a < b, tad abi reizinâtâji ir negatîvi un to rei-
zinâjums pozitîvs. Tâtad esam pierâdîjuði (2.6) un lîdz ar to arî (2.5). ut

Sadaïas noslçgumâ daþâdi uzdevumi, kuros var pielietot ekvivalento pâr-
veidojumu metodi.

2.5. Uzdevums. [2, 11. piem.] Dots: a, b, c > 0; a + b + c = 1. Pierâdît
nevienâdîbu

a2b + ab2 + a2c + ac2 + b2c + bc2 < 1/3. (2.7)
Risinâjums.

a2b + ab2 + a2c + ac2 + b2c + bc2 =
= ((a + b + c)3 − a3 − b3 − c3 − 6abc)/3 =

= 1/3− (a3 + b3 + c3 + 6abc)/3 > 1/3.

ut

2.6. Uzdevums. [2, 12. piem.] Dots: a+ b+ c = 1. Pierâdît nevienâdîbu

a2 + b2 + c2 ≥ 1/3. (2.8)
Risinâjums. Skat. 2.8 uzdevuma risinâjumu. ut

2.7. Uzdevums. [2, 5. vingr.] Dots: a2 + b2 + c2 + d2 = 4. Pierâdît
nevienâdîbu

a + b + c + d ≤ 4. (2.9)
Risinâjums. Skat. 2.8 uzdevuma risinâjumu. ut

2.8. Uzdevums. [2, 5. uzd.] Vispârinât pçdçjo divu uzdevumu rezultâ-
tus.
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Risinâjums. Viens no dabiskâkajiem vispârinâjumiem ir ðâds:
(a1 + a2 + . . . + an)2 ≤ n · (a2

1 + a2
2 + . . . + a2

n). (2.10)
Viegli pârbaudît, ka divu iepriekðçjo uzdevumu rezultâti izriet no (2.10).

(2.10) var pierâdît, atverot iekavas, pârnesot visus saskaitâmos uz labo
pusi un izveidojot tajâ kvadrâtu summu; iesakâm lasîtâjam paðam to izmç-
ìinât. Ðeit mçs pielietosim nedaudz atðíirîgu paòçmienu.

Apzîmçsim v = (a1 + a2 + . . . + an)/n, ai = v + αi visiem i = 1, 2, . . . , n.
Sasummçjot pçdçjâs vienâdîbas, iegûstam α1+α2+. . .+αn = 0. Pârveidosim
kvadrâtu summu:

a2
1 + a2

2 + . . . + a2
n =

= (v + α1)
2 + (v + α2)

2 + . . . + (v + αn)2 =
= nv2 + 2v · (α1 + α2 + . . . + αn) + (α2

1 + α2
2 + . . . + α2

n) =
= nv2 + (α2

1 + α2
2 + . . . + α2

n) ≥ nv2 =
= (a1 + a2 + . . . + an)2/n.

Pareizinot abas nevienâdîbas puses ar n, iegûsim (2.10). ut

Pçdçjie trîs uzdevumi ir speciâlgadîjumi nevienâdîbâm starp vidçjiem,
skat. 2.5. sadaïu.

2.9. Uzdevums. [2, 6. uzd.] Dots: n ∈ N, n > 2. Pierâdît nevienâdîbu
n! > (

√
n)n.

Risinâjums.

n! > (
√

n)n ⇔ (n!)2 > nn ⇔
n∏

k=1

k(n + 1− k) >

n∏
k=1

n.

Pieòemsim, ka 1 ≤ k ≤ n. Pierâdîsim, ka k(n + 1− k) ≥ n. Patiesi,
k(n + 1− k) ≥ n ⇔ kn− n− k2 + k ≥ 0 ⇔ (n− k)(k − 1) ≥ 0.

Pçdçjâ nevienâdîba ir acîmredzama.
Tâ kâ n > 2, tad vismaz viena no nevienâdîbâm k(n + 1 − k) ≥ n ir

stingra. Piemçram, paòemot k = 2, iegûstam 2(n + 1 − 2) = 2n − 2 > n.
Tâtad, sareizinot ðîs nevienâdîbas, iegûstam vajadzîgo. ut

2.10. Uzdevums. [2, 14. piem.] Dota skaitïu virkne {an}; a1 = 1; ak+1 =
ak + (k + 1), k ≥ 1. Pierâdît, ka an > n2/2.
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Risinâjums. No dotâ: ak+1−ak = k+1. Sasummçjot ðîs starpîbas, iegûstam:
an = a1 + (a2 − a1) + (a3 − a2) + . . . + (an − an−1) =

= 1 + 2 + . . . + n = n(n+1)
2

> n2

2
.

ut

2.11. Uzdevums. [2, 15. piem., 7. uzd.] Dota: skaitïu virkne {an}; a1 =
1; ak+1 = ak + 1/ak, k ≥ 1.

1. Pierâdît, ka an ≥
√

2n− 1.

2. Pierâdît, ka a50 < 4
√

7.

Risinâjums. No dotâ: a2
k+1 = a2

k +2+1/a2
k, un a2

k+1− a2
k = 2+1/a2

k. Sasum-
mçjot starpîbas, iegûstam:

a2
n = a2

1 + (a2
2 − a2

1) + (a2
3 − a2

2) + . . . + (a2
n − a2

n−1) =
= 1 + 2(n− 1) + 1

a2
1

+ 1
a2
2

+ . . . + 1
a2

n−1
.

Ja n > 1, tad 1/a2
1 + 1/a2

2 + . . . + 1/a2
n−1 > 0, tâpçc a2

n > 2n − 1 un
an >

√
2n− 1.

Ja n = 1, tad an = 1 =
√

2n− 1. Lîdz ar to pirmâ daïa ir pierâdîta.
Lai pierâdîtu otro daïu, ievçrosim, ka a2 = 2 un ka ai ir augoða virkne,

tâtad 1/a2
i ir dilstoða. No atrastâs vienâdîbas seko

a2
50 = 99 +

49∑
i=1

1

a2
i

< 99 +
1

a2
1

+ 48 · 1

a2
2

= 112 ⇔ a50 <
√

112 = 4
√

7.

ut

2.12. Uzdevums. [IMO87P{SU1] Dots: a, b, c, d ∈ R apmierina nevie-
nâdîbu a2 + b2 + c2 + d2 ≤ 1. Atrast izteiksmes

(a + b)4 + (a + c)4 + (a + d)4 + (b + c)4 + (b + d)4 + (c + d)4 (2.11)
maksimâlo vçrtîbu.

Risinâjums. No identitâtes
(a− b)4 + (a− c)4 + (a− d)4 + (b− c)4 + (b− d)4 + (c− d)4+
+(a + b)4 + (a + c)4 + (a + d)4 + (b + c)4 + (b + d)4 + (c + d)4 =
= 6(a2 + b2 + c2 + d2)2

redzam, ka maksimâlâ vçrtîba nevar pârsniegt 6. Vçl jâpârbauda, ka (2.11)
var sasniegt ðo vçrtîbu. Patiesi, ja a = b = c = d = ±1/2, tad izteiksme
(2.11) ir vienâda ar 6. ut
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2.2. Nevienâdîbas pastiprinâðanas metode

Daudzos uzdevumos ir vieglâk nevis ar ekvivalento pârveidojumu meto-
di tieði pierâdît doto nevienâdîbu, bet gan kâdu citu, kas ir spçcîgâka par
doto. Iemesls tam parasti ir tâds, ka, papildinot nevienâdîbu ar kâdu jau-
nu izteiksmi (saskaitâmo, reizinâtâju, u. tml.) vai atmetot kâdu izteiksmi,
nevienâdîbu var krietni vienkârðot, kas nebija iespçjams dotajâ nevienâdîbâ.

Ja nevienâdîba A ≥ B tiek pârveidota par nevienâdîbu C ≥ D, kur A, B,
C, D ir kaut kâdas izteiksmes, tad teiksim, ka tas ir nevienâdîbu pastiprinoðs
pârveidojums, ja no tâ, ka ir spçkâ nevienâdîba C ≥ D, seko nevienâdîba
A ≥ B, bet ne otrâdi (ja arî no A ≥ B seko C ≥ D, tad tas ir ekvivalents
pârveidojums, kas aplûkots iepriekðçjâ sadaïâ).

Tipiskâkie nevienâdîbu pastiprinoðie pârveidojumi ir ðâdi.
1. Pozitîvas izteiksmes atòemðana no nevienâdîbas lielâkâs puses: A−E ≥

B, E > 0. Pozitîvas izteiksmes pieskaitîðana mazâkajai pusei.
2. Ja A > 0, tad lielâkâs puses izdalîðana ar izteiksmi, kas lielâka par

1: A/E ≥ B, E > 1. Ja B > 0, tad mazâkâs puses pareizinâðana ar
izteiksmi, kas lielâka par 1.

3. Ja A > 1, tad lielâkâs puses celðana pakâpç, kas mazâka par 1: Ar ≥ B,
r ∈ R, r < 1. Ja B > 1, tad mazâkâs puses celðana pakâpç, kas lielâka
par 1: A ≥ Br, r ∈ R, r > 1.

4. Ja 0 < A < 1, tad lielâkâs puses celðana pakâpç, kas lielâka par 1:
Ar ≥ B, r ∈ R, r > 1. Ja 0 < B < 1, tad mazâkâs puses celðana
pakâpç, kas mazâka par 1: A ≥ Br, r ∈ R, r < 1.

Protams, viss minçtais ir spçkâ arî stingrajai nevienâdîbai >.
Ir svarîgi nevienâdîbu nepastiprinât tiktâl, ka tâ kïûst aplama. Ðâds pâr-

veidojums nevedîs pie atrisinâjuma, jo jauniegûto nevienâdîbu nevarçs pie-
râdît. Diemþçl, konkrçtos uzdevumos bieþi ir grûti saskatît, vai nevienâdîbas
pastiprinâðana ir \par spçcîgu" vai nav. Tâpçc ieteicams, nepaïaujoties uz
intuîciju vien, nevienâdîbu pastiprinot, ar kontrolpiemçriem (konkrçtu vçr-
tîbu ievietoðanu) pârbaudît, vai jauniegûtâ nevienâdîba izpildâs vai nç. Tas
var krietni ietaupît aplamiem risinâjuma ceïiem patçrçto laiku.

Jâuzmanâs arî, lai nevienâdîba patieðâm tiktu pastiprinâta. Tipiska kïû-
da, kas gadâs pat pieredzçjuðiem olimpiâþu dalîbniekiem, ir pastiprinâðanas
vietâ nevienâdîbu pavâjinât.

2.13. Uzdevums. [2, 18. piem.] Dots: a > 0; n ∈ N. Pierâdît nevienâ-
dîbu

1 + a + a2 + . . . + a2n−1 + a2n

a + a2 + . . . + a2n−2 + a2n−1
≥ n + 1

n
. (2.12)
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Risinâjums. Nevienâdîbas kreisajâ un labajâ pusç skaitîtâjâ atdalâm saskai-
tâmos, kas vienâdi ar saucçju un pçc noîsinâðanas pierâdâmâ nevienâdîba
kïûst ðâda:

1 + a2n

a + a2 + . . . + a2n−2 + a2n−1
≥ 1

n
.

Kreisâs puses saucçju sadalâm n saskaitâmajos, katrs no kuriem ir mazâks
par skaitîtâju:

a + a2 + . . . + a2n−2 + a2n−1 = an +
n−1∑
k=1

(
ak + a2n−k

)
.

Patiesi, 1 + a2n > an izriet no tâ, ka (1 − an)2 ≥ 0 ⇔ 1 + a2n ≥ 2an, un
2an > an (jo a > 0); un 1 + a2n ≥ ak + a2n−k ⇔ (1 − ak)(1 − a2n−k) ≥ 0,
kur k = 1, 2, . . ., n − 1. Pçdçjâ nevienâdîba izriet no novçrojuma, ka abâm
iekavâm ir vienâda zîme.

Tâtad, aizvietojot visus n saskaitâmos saucçjâ ar a2n+1, mçs nevienâdîbas
kreiso pusi samazinâm, tâtad nevienâdîbu pastiprinâm, iegûstot acîmredza-
mu nevienâdîbu

1 + a2n

n(1 + a2n)
=

1

n
≥ 1

n
.

ut

2.14. Uzdevums. Dots: n ∈ N. Pierâdît nevienâdîbu

1

32
+

1

52
+ . . . +

1

(2n + 1)2
<

1

4
. (2.13)

Risinâjums. Ja izdotos kreisâs puses summu izteikt kâ vienkârðu izteiksmi,
kas atkarîga no n, tad to droði vien varçtu novçrtçt, parâdot, ka tâ mazâka
par 1/4. Diemþçl, iegût vienkârðu summas formulu neizdodas.

Ðajâ gadîjumâ risinâjuma ideja ir pastiprinât nevienâdîbu, palielinot kat-
ru summas saskaitâmo tâ, lai jauno summu bûtu viegli sasummçt. Kon-
krçti, katru saskaitâmo 1/(2k + 1)2 nomainîsim ar 1/((2k + 1)2 − 1) =
1/((2k)(2k + 2)) = (1/2) · (1/(2k)− 1/(2k + 2)). Summçjot iegûsim:

1

2

(
1

2
− 1

4

)
+

1

2

(
1

4
− 1

6

)
+ . . . +

1

2

(
1

2n
− 1

2n + 2

)
=

=
1

2

(
1

2
−
(

1

4
− 1

4

)
−
(

1

6
− 1

6

)
− . . .−

(
1

2n
− 1

2n

)
− 1

2n + 2

)
=

=
1

4
− 1

4n + 4
<

1

4
.

ut
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2.15. Uzdevums. Dots: n ∈ N. Pierâdît nevienâdîbu

1

2
√

n
≤ 1

2
· 3

4
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
2n

. (2.14)

2.16. Uzdevums. Dots: n1, n2, . . ., nk ir daþâdi naturâli skaitïi, kas
lielâki par 1. Pierâdît nevienâdîbu(

1− 1

n2
1

)(
1− 1

n2
2

)
· . . . ·

(
1− 1

n2
k

)
>

1

2
. (2.15)

2.17. Uzdevums. Dots: x, y, z, t ≥ −1/4; x + y + z + t = 1. Pierâdît
nevienâdîbu

√
4x + 1 +

√
4y + 1 +

√
4z + 1 +

√
4t + 1 < 6. (2.16)

2.18. Uzdevums. Dots: a, b, c > 0; abc = 1. Pierâdît nevienâdîbu

ab

a5 + b5 + ab
+

bc

b5 + c5 + bc
+

ca

c5 + a5 + ca
≤ 1. (2.17)

Kad pastâv vienâdîba?

2.3. Matemâtiskâs indukcijas metode

Ðî ir plaði pazîstama metode, kas pielietojama visâs elementârâs matemâ-
tikas nozarçs un kuru var izmantot arî daudzu nevienâdîbu pierâdîðanâ.

Tâs bûtîba ir ðâda. Ir dots kâds apgalvojums A(n), kas atkarîgs no na-
turâla skaitïa parametra n. Tâdâ gadîjumâ mçs vispirms pierâdâm A(1) jeb
induktîvo bâzi un tad pierâdâm induktîvo pâreju jeb to, ka no A(n) seko
A(n+1) visiem naturâliem n. Atbilstoði matemâtiskâs indukcijas principam,
rezultâtâ apgalvojums A(n) ir pierâdîts visiem naturâliem n.

Ðai shçmai iespçjamas daþâdas modifikâcijas. Piemçram, lai pierâdîtu kâ-
du apgalvojumu visiem n ≥ 4, mçs pierâdâm A(4) un A(n) ⇒ A(n + 1)
visiem n ≥ 4. Vai, lai pierâdîtu apgalvojumu A(m,n), mçs pierâdâm A(1, 1),
A(m,n) ⇒ A(m + 1, n) un A(m, n) ⇒ A(m, n + 1).

2.19. Uzdevums. Dots: n ∈ N. Pierâdît nevienâdîbu

1

n + 1
+

1

n + 2
+ . . . +

1

3n + 1
> 1. (2.18)
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Bieþi matemâtiskâs indukcijas metode jâlieto kombinâcijâ ar nevienâdîbas
pastiprinâðanas metodi, jo sâkotnçjai nevienâdîbai nevar pierâdît induktîvo
pâreju. Piemçram, nâkamajâ uzdevumâ, palielinoties n, kreisâ puse palieli-
nâs, bet labâ nemainâs. Tâpçc, ja mçs par kreiso pusi n saskaitâmo gadîjumâ
zinâm tikai to, ka tâ ir mazâka par 1, tad n + 1 saskaitâmo gadîjumâ tâ var
jau pârsniegt 1. Lai atrisinâtu uzdevumu, labâ puse jâsamazina par izteik-
smi, kas atkarîga no n, tâ lai, palielinoties n, arî labâ puse palielinâtos (bet
arvien vçl nepârsniegtu 1).

2.20. Uzdevums. Dots: n ∈ N. Pierâdît nevienâdîbu
1

22
+

1

32
+ . . . +

1

n2
< 1. (2.19)

2.21. Uzdevums. Dots: n ∈ N. Pierâdît nevienâdîbu
1

2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
3n

. (2.20)
2.22. Uzdevums. Dots: a, b > 0; n ∈ N. Pierâdît nevienâdîbu

(a + b)n ≤ 2n−1(an + bn). (2.21)
2.23. Uzdevums. Dots: x1, x2, . . ., xn > 0; x1 + x2 + . . . + xn = 1/2.

Pierâdît nevienâdîbu

(1− x1)(1− x2) · . . . · (1− xn) ≥ 1/2. (2.22)
2.24. Uzdevums. Dots: 0 < x1, x2, . . ., xn < π/2; 0 < x1 + x2 + . . . +

xn < π. Pierâdît nevienâdîbu

sin(x1 + x2 + . . . + xn) ≤ sin x1 + sin x2 + . . . + sin xn. (2.23)

2.4. Jensena teorçma

Sekojoðajam uzdevumam, kuru var pierâdît ar matemâtiskâs indukcijas
metodi, ir svarîga teorçtiska nozîme.

2.25. Uzdevums. Dots: visiem x un y funkcija f apmierina nevienâdîbu

f

(
x + y

2

)
≥ f(x) + f(y)

2
, (2.24)

turklât vienâdîba pastâv tad un tikai tad, ja x = y. Pierâdît, ka

f

(
x1 + x2 + . . . + xn

n

)
≥ f(x1) + f(x2) + . . . + f(xn)

n
, (2.25)

turklât vienâdîba pastâv tad un tikai tad, ja x1 = x2 = . . . = xn.
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Ievçrosim, ka uzdevums ir spçkâ arî, nomainot ≥ zîmes pret ≤ zîmçm.
Vispârinot uzdevumu funkcijâm ar n mainîgajiem, iegûstam ðâdu teorçmu.

2.1. Teorçma. (Jensena teorçma.) Dots: visiem xi
1 un xi

2, kur i ∈ {1,
2, . . ., k} ir augðçjie indeksi, funkcija f apmierina nevienâdîbu

f

(
x1

1 + x1
2

2
,
x2

1 + x2
2

2
, . . . ,

xk
1 + xk

2

2

)
≥ f(x1

1, x
2
1, . . . , x

k
1) + f(x1

2, x
2
2, . . . , x

k
2)

2
,

(2.26)
turklât vienâdîba pastâv tad un tikai tad, ja x1

1 = x1
2, x2

1 = x2
2, . . ., xk

1 = xk
2;

w1, w2, . . ., wn > 0; w1 + w2 + . . . + wn = 1. Pierâdît, ka

f(w1x
1
1 + w2x

1
2 + . . . + wnx

1
n, w1x

2
1 + w2x

2
2 + . . . + wnx

2
n,

. . . , w1x
k
1 + w2x

k
2 + . . . + wnx

k
n)

≥ w1f(x1
1, x

2
1, . . . , x

k
1) + w2f(x1

2, x
2
2, . . . , x

k
2) + . . . + wnf(x1

n, x
2
n, . . . , x

k
n),
(2.27)

turklât vienâdîba pastâv tad un tikai tad, ja x1
1 = x1

2 = . . . = x1
n, x2

1 = x2
2 =

. . . = x2
n, . . ., xk

1 = xk
2 = . . . = xk

n.

Jensena teorçma ir spçkâ arî, nomainot ≥ zîmes pret ≤ zîmçm.
Sekojoðâ teorçma no analîzes parâda, ka sadaïas sâkumâ ievietotâ uzde-

vuma nosacîjums izpildâs izliektâm funkcijâm, bet, aizvietojot ≥ zîmes ar ≤
zîmçm, attiecîgais nosacîjums izpildâs ieliektâm funkcijâm.

2.2. Teorçma. Ja funkcijai f kâdâ intervâlâ eksistç otrâs kârtas atvasi-
nâjums, un ðajâ intervâlâ f ′′(x) < 0, tad visiem x un y ðajâ intervâlâ

f

(
x + y

2

)
≥ f(x) + f(y)

2
, (2.28)

turklât vienâdîba pastâv tad un tikai tad, ja x = y.
Ja ðajâ intervâlâ f ′′(x) > 0, tad visiem x un y ðajâ intervâlâ

f

(
x + y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2
, (2.29)

turklât vienâdîba pastâv tad un tikai tad, ja x = y.

Atgâdinâsim no analîzes kursa, ka, ja f ′′(x) < 0, tad funkcija f ir izliekta
(attiecîgajâ intervâlâ), un ja f ′′(x) > 0, tad funkcija ir ieliekta.

Jensena teorçma un teorçma 2.2 ievçrojami atvieglo vairâku uzdevumu
risinâðanu.
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2.26. Uzdevums. Dots: α, β, γ > 0; α+β+γ = π. Pierâdît nevienâdîbu

sin α + sin β + sin γ ≤ 3
√

3/2. (2.30)
2.27. Uzdevums. Dots: α, β, γ > 0; α+β+γ = π. Pierâdît nevienâdîbu

sin(α/2) sin(β/2) sin(γ/2) ≤ 1/8. (2.31)
Minçtâs teorçmas arî ïauj vienkârði pierâdît ïoti nozîmîgâs nevienâdîbas

starp vidçjiem.

2.5. Nevienâdîbas starp vidçjiem

2.28. Uzdevums. Dots: k ≥ 1; a1, a2, . . ., an ≥ 0. Pierâdît nevienâdîbu(
a1 + a2 + . . . + an

n

)k

≤ ak
1 + ak

2 + . . . + ak
n

n
. (2.32)

2.29. Uzdevums. Dots: a1, a2, . . ., an ≥ 0. Pierâdît nevienâdîbu

a1 + a2 + . . . + an

n
≥ n
√

a1a2 · . . . · an. (2.33)
Ja mums ir doti reâli skaitïi a1, a2, . . ., an, tad var aplûkot daþâdus ðo

skaitïu vidçjos. Visplaðâk pazîstami ir iepriekðçjâ uzdevumâ aplûkotie vidç-
jais aritmçtiskais un vidçjais ìeometriskais.

No vârda \vidçjais" jçgas saturîgi izriet viena no tâ pamatîpaðîbâm: tas
atrodas intervâlâ starp skaitïu ai mazâko un lielâko vçrtîbu, turklât, ja ne
visi ai ir vienâdi, tad vidçjais atrodas stingri ðî intervâla iekðienç.

Nâkamâ definîcija apkopo bieþâk lietotos vidçjos.
2.1. Definîcija. Par pozitîvu skaitïu a1, a2, . . ., an α-kârtas vidçjo (α ∈

R, α 6= 0) sauc skaitli

cα =

(
aα

1 + aα
2 + . . . + aα

n

n

) 1
α

. (2.34)
Par 0-kârtas vidçjo jeb vidçjo ìeometrisko sauc skaitli

c0 = n
√

a1a2 · . . . · an. (2.35)
1. kârtas vidçjo sauc arî par vidçjo aritmçtisko, 2. kârtas vidçjo sauc par

vidçjo kvadrâtisko, 3. kârtas vidçjo par vidçjo kubisko, −1-kârtas vidçjo par
vidçjo harmonisko.

Nâkamâ teorçma parâda, ka visi vidçjie cα ir sakârtoti nedilstoðâ secîbâ.
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2.3. Teorçma. Ja a1, a2, . . ., an ir pozitîvi skaitïi un α < β, tad cα ≤ cβ,
turklât cα = cβ tad un tikai tad, ja a1 = a2 = . . . = an.

Nevienâdîbu c0 ≤ c1 sauc arî par Koðî nevienâdîbu.
Ðîs sadaïas pirmie divi uzdevumi ir teorçmas 2.3 speciâlgadîjumi. Redu-

cçðana uz nevienâdîbâm starp vidçjiem ir viens no visbieþâk izmantotajiem
nevienâdîbu risinâðanas paòçmieniem. Sekojoðie uzdevumi to ilustrç.

2.30. Uzdevums. Pierâdît sekojoðâs nevienâdîbas.

1. |a/b + b/a| ≥ 2.

2. |x + a/x| ≥ 2
√

a, kur a ≥ 0.

3.
√

a + b ≤
√

a +
√

b ≤
√

2(a + b), kur a, b ≥ 0.

4. log2 π + logπ 2 > 2.

5. (1+a1)(1+a2)·. . .·(1+an) ≥ 2n, kur a1, a2, . . ., an > 0 un a1a2·. . .·an =
1.

6. n! ≤ ((n + 1)/2)n.

7. n! ≤ nn21−n.

8. x2 + y2 + z2 ≥ (x + y + z)2/3.

9. a/(b + c) + b/(a + c) + c/(a + b) ≥ 3/2, kur a, b, c > 0.

10. abc ≥ (a + b− c)(b + c− a)(c + a− b), kur a, b, c ir trijstûra malas.

2.31. Uzdevums. Regulâru seðstûri ar vienîbas malu kâda taisne ir sa-
dalîjusi divâs daïâs ar laukumiem s1 un s2. Atrast maksimâlo iespçjamo rei-
zinâjuma s1s2 vçrtîbu.

2.32. Uzdevums. Dotas: skaitïu virknes {an}, {bn}; a1 > 0, b1 > 0,
an+1 = an + 1/bn, bn+1 = bn + 1/an. Pierâdît, ka a50 + b50 > 20.

2.33. Uzdevums. Dots: a, b, c ≥ 0. Pierâdît nevienâdîbu

(a + b− c)(b + c− a)(c + a− b) ≤ abc. (2.36)
2.34. Uzdevums. Dots: a, b, c > 0; a + b + c = 1. Pierâdît nevienâdîbu(

1 +
1

a

)(
1 +

1

b

)(
1 +

1

c

)
≥ 64. (2.37)



2.6. ÈEBIÐEVA UN KOÐÎ NEVIENÂDÎBAS 19

2.35. Uzdevums. (Junga nevienâdîba.) Dots: a, b, p, q > 0; 1/p+1/q =
1. Pierâdît nevienâdîbu

ab ≤ ap

p
+

bq

q
. (2.38)

2.36. Uzdevums. Dots: k ∈ {2, 3, 4}; n = 2k − 1; b ≥ 0. Pierâdît
nevienâdîbu

1 + bk + b2k + . . . + bnk ≥ (1 + bn)k. (2.39)

2.6. Èebiðeva un Koðî nevienâdîbas

Arî Èebiðeva un Koðî nevienâdîbas tiek bieþi izmantotas citu nevienâdîbu
pierâdîðanâ.

Èebiðeva nevienâdîba viegli izriet no sekojoðâ uzdevuma, kurâ apgalvots,
ka, ja mums dotas divas pozitîvu skaitïu virknes, kuru elementi pa pâriem
jâsareizina un reizinâjumi jâsaskaita, tad vislielâko summu iegûsim, ja reizi-
nâsim vislielâko pirmâs virknes elementu ar vislielâko otrâs virknes elementu,
tad otros lielâkos elementus, utt., visbeidzot vismazâkos elementus.

2.37. Uzdevums. Dots: 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an, 0 ≤ b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤
bn. (k1, k2, . . ., kn) ir skaitïu (1, 2, . . ., n) permutâcija. Pierâdît nevienâdîbu

a1b1 + a2b2 + . . . + anbn ≥ a1bk1 + a2bk2 + . . . anbkn . (2.40)
2.38. Uzdevums. (Èebiðeva nevienâdîba.) Dots: 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤

an, 0 ≤ b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bn. Pierâdît nevienâdîbu

n(a1b1 + a2b2 + . . . + anbn) ≥ (a1 + a2 + . . . + an)(b1 + b2 + . . . + bn). (2.41)
Ilustrâcijai aplûkosim nâkamo uzdevumu.
2.39. Uzdevums. Dots: a, b, c > 0. Pierâdît nevienâdîbu

a + b + c ≤ a4 + b4 + c4

abc
. (2.42)

Nedrîkst aizmirst, ka Èebiðeva nevienâdîbu drîkst pielietot tikai tad, ja
virknes {ai} un {bi} ir sakârtotas augoðâ secîbâ. Ja uzdevumâ tas nav dots,
tad bieþi to var pieòemt, vadoties no simetrijas apsvçrumiem kâ pçdçjâ uzde-
vumâ. Taèu ðeit jâbût piesardzîgiem. Piemçram, izteiksme (a+ c)2 +(b+ d)2

patieðâm ir pietiekami simetriska, lai mçs varçtu pieòemt, ka a ir mazâkais no
skaitïiem a, b, c, d, bet tâ nav pietiekami simetriska, lai mçs varçtu pieòemt,



20 2. NODAÏA. NEVIENÂDÎBAS

ka a ≤ b ≤ c ≤ d (un aplûkot tikai ðo gadîjumu), jo, izvçloties a kâ mazâko,
mçs esam izcçluði c, kas ir vienâ iekavâ ar a, un izteiksme ir simetriska vairs
tikai pret b un d. Ðajâ piemçrâ varam pieòemt, ka b ≤ d, un mums atliek
apskatît trîs gadîjumus: a ≤ c ≤ b ≤ d, a ≤ b ≤ c ≤ d un a ≤ b ≤ d ≤ c.

Tagad aplûkosim Koðî nevienâdîbu.
2.4. Teorçma. (Koðî jeb Koðî-Buòakovska nevienâdîba.) Ja x1, x2, . . .,

xn, y1, y2, . . ., yn ir kompleksi skaitïi, tad ir spçkâ nevienâdîba

|x1y1+x2y2+. . .+xnyn|2 ≤ (|x1|2+|x2|2+. . .+|xn|2)(|y1|2+|y2|2+. . .+|yn|2),
(2.43)

turklât vienâdîba pastâv tad un tikai tad, ja vektori (x1, x2, . . ., xn) un (y1,
y2, . . ., yn) ir kolineâri.

Koðî nevienâdîbai ir uzskatâma ìeometriskâ interpretâcija: interpretçjot
xi un yi kâ n dimensiju telpas vektoru ~x un ~y koordinâtas un izvelkot no
nevienâdîbas abâm pusçm kvadrâtsakni, iegûstam sakarîbu \vektoru skalâ-
rais reizinâjums pçc moduïa nepârsniedz vektoru moduïu reizinâjumu" jeb
|~x · ~y| ≤ |~x| · |~y|. Ðî sakarîba viegli izriet no skalârâ rezinâjuma îpaðîbas
~x · ~y = |~x| · |~y| · cos(~x, ~y).

Arî nâkamajam uzdevumam, kuru pierâda ar Koðî nevienâdîbas palîdzî-
bu, ir ìeometriskâ interpretâcija, pamçìiniet to atrast.

2.40. Uzdevums. Dots: x1, x2, . . ., xn, y1, y2, . . ., yn ir kompleksi skait-
ïi. Pierâdît nevienâdîbu√√√√ n∑

i=1

|xi + yi|2 ≤

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 +

√√√√ n∑
i=1

|yi|2. (2.44)

Kâdos gadîjumos pastâv vienâdîba?

Visbieþâk Èebiðeva un Koðî nevienâdîbas izmanto uzdevumos, kur nevie-
nâdîbas vienâ pusç ir daïu summa. Èebiðeva un Koðî nevienâdîbas parasti
ïauj ðâdas daïu summas pârveidot vienkârðâku izteiksmju reizinâjumâ.

2.41. Uzdevums. Dots: a, b, c ir trijstûra malas, un s ir tâ pusperi-
metrs, n ∈ N. Pierâdît nevienâdîbu

an

b + c
+

bn

a + c
+

cn

a + b
≥
(

2

3

)n−2

sn−1. (2.45)
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2.42. Uzdevums. Dots: a, b, c, d > 0. Pierâdît nevienâdîbu

a

b + 2c + 3d
+

b

c + 2d + 3a
+

c

d + 2a + 3b
+

d

a + 2b + 3c
≥ 2

3
. (2.46)

2.43. Uzdevums. Dots: a, b, c, d ≥ 0; ab + bc + cd + da = 1. Pierâdît
nevienâdîbu

a3

b + c + d
+

b3

a + c + d
+

c3

a + b + d
+

d3

a + b + c
≥ 1

3
. (2.47)

2.7. Bernulli nevienâdîba

2.5. Teorçma. (Bernulli nevienâdîba.) Ja x ≥ −1 un 0 < α < 1, tad ir
spçkâ nevienâdîba

(1 + x)α ≤ 1 + αx. (2.48)
Ja x ≥ −1 un α < 0 vai α > 1, tad

(1 + x)α ≥ 1 + αx. (2.49)
Vienâdîba pastâv tad un tikai tad, ja x = 0.

Bernulli nevienâdîbu parasti izmanto, lai pastiprinâtu un vienlaikus vien-
kârðotu nevienâdîbu, aizvietojot pakâpi ar lineâru izteiksmi.

Nâkamie divi uzdevumi râda, kâ ar Bernulli nevienâdîbas palîdzîbu var
ïoti precîzi novçrtçt summu ar ïoti lielu saskaitâmo daudzumu.

2.44. Uzdevums. Dots: −1 < α < 0, n ∈ N. Pierâdît nevienâdîbu

(n + 1)α+1 − nα+1

α + 1
< nα <

nα+1 − (n− 1)α+1

α + 1
. (2.50)

2.45. Uzdevums. Atrast veselo daïu skaitlim

x =
1
3
√

4
+

1
3
√

5
+ . . . +

1
3
√

1000000
. (2.51)

2.8. Matemâtiskâs analîzes izmantoðana

Mçs jau saskârâmies ar analîzi 2.4. sadaïâ. Kâ mçs redzçjâm, analîzes
izmantoðana var ievçrojami atvieglot tîri algebrisku uzdevumu risinâðanu.

Piemçram, uzdevuma 2.35 nevienâdîbu viegli pârveidot sekojoðajâ nevie-
nâdîbâ ar noteiktajiem integrâïiem, kuru viegli pierâdît, izmantojot ìeomet-
risko interpretâciju.
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2.46. Uzdevums. Dots: a, b, p, q > 0 un 1/p + 1/q = 1. Pierâdît
nevienâdîbu

ab ≤
∫ a

0

xp−1dx +

∫ b

0

xq−1dx, (2.52)
turklât vienâdîba ir spçkâ tad un tikai tad, ja b = ap−1.

2.47. Uzdevums. Pierâdît nevienâdîbu

9 <

∫ 3

0

4
√

x4 + 1dx +

∫ 3

1

4
√

x4 − 1dx < 9, 0001. (2.53)

2.48. Uzdevums. Pierâdît, ka no a < b seko, ka

a3 − 3a ≤ b3 − 3b + 4. (2.54)
Kad pastâv vienâdîba?

Sekojoðajos divos uzdevumos izmantota funkciju nepârtrauktîba.
2.49. Uzdevums. Dots: f ir nepârtraukta un stingri monotona funkcija,

f(0) = 0, f(1) = 1. Pierâdît nevienâdîbu

f
(

1
10

)
+ f

(
2
10

)
+ . . . + f

(
9
10

)
+ f−1

(
1
10

)
+ f−1

(
2
10

)
+ . . . + f−1

(
9
10

)
≤ 99

10
.

(2.55)
2.50. Uzdevums. Dots: x1, x2, . . ., xn ∈ R apmierina nosacîjumus

|x1 + x2 + . . . + xn| = 1 un |xi| ≤ (n + 1)/2 visiem i ∈ {1, 2, . . ., n}.
Pierâdît, ka eksistç tâda virknes (x1, x2, . . ., xn) permutâcija (y1, y2, . . .,
yn), ka

|y1 + 2y2 + . . . + nyn| ≤ (n + 1)/2. (2.56)

2.9. Daþâdi uzdevumi

2.51. Uzdevums. Dots: a0 = 1994 un an+1 = a2
n/(an + 1) visiem vese-

liem n ≥ 0. Pierâdît, ka banc = 1994− n visiem n ∈ {0, 1, . . ., 998}.

2.52. Uzdevums. Dots: a1, a2, . . ., an ir n daþâdi naturâli skaitïi, kas
nesatur 9 savâ decimâlajâ pierakstâ. Pierâdît nevienâdîbu

1

a1

+
1

a2

+ . . . +
1

an

≤ 30. (2.57)
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2.53. Uzdevums. Dots: x1, x2, . . ., xn ∈ R; x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n = 1.

Pierâdît, ka katram veselam k > 1 eksistç veseli e1, e2, . . ., en < k, ne visi
vienâdi ar 0, tâdi, ka

|e1x1 + e2x2 + . . . + enxn| ≤
(k − 1)

√
n

kn − 1
. (2.58)

2.54. Uzdevums. Dota nenegatîvu reâlu skaitïu virkne {an}, kas visiem
n ∈ N apmierina nevienâdîbas

an − 2an+1 + an+2 ≥ 0 un
n∑

j=1

aj ≤ 1. (2.59)

Pierâdît, ka visiem n ∈ N:

0 ≤ an − an+1 < 2/k2. (2.60)
2.55. Uzdevums. Dots: m, n ∈ N; A = {a1, a2, . . ., am} ir kopas {1,

2, . . ., n} apakðkopa. Ja ai + aj ≤ n, 1 ≤ i ≤ j ≤ m, tad ai + aj arî pieder
A. Pierâdît, ka

a1 + a2 + . . . + am

m
≥ n + 1

2
. (2.61)

2.56. Uzdevums. Dota galîga reâlu skaitïu virkne a1 ≥ . . . ≥ an ≥
an+1 = 0. Pierâdît, ka√√√√ n∑

k=1

ak ≤
n∑

k=1

√
k(
√

ak −
√

ak+1). (2.62)

2.57. Uzdevums. Dota stingri augoða pozitîvu reâlu skaitïu virkne {an},
tâda, ka lim ai = +∞ un visiem n: an+1/an ≤ 10. Pierâdît, ka katram natu-
râlam k pastâv bezgalîgi daudzi tâdi indeksu pâri (i, j), ka

10k ≤ ai/aj ≤ 10k+1. (2.63)
2.58. Uzdevums. Dots: a, b, c, d ≥ 0; a + b + c + d = 1. Pierâdît

nevienâdîbu
abc + bcd + cda + dab ≤ 1

27
+

176

27
abcd. (2.64)

2.59. Uzdevums. Virknes {ai} un {bi} tiek definçtas ar vienâdîbâm

a1 =
√

2/2, an+1 = (
√

2/2)
√

1−
√

1− a2
n visiem n ∈ N un b1 = 1, bn+1 =

(
√

1 + b2
n − 1)/bn visiem n ∈ N. Pierâdît visiem n ∈ N nevienâdîbu

2n+1an < π < 2n+1bn. (2.65)



3. nodaïa

Kompleksie skaitïi

Kompleksos skaitïus iegûst, reâlajiem skaitïiem pievienojot skaitli i ar
îpaðîbu i2 = −1. Izmantojot reizinâðanu un saskaitîðanu ar reâlu skaitli,
iegûstam skaitïus formâ x + iy (kur x un y ir reâli skaitïi), kas arî veido
komplekso skaitïu kopu. Ar kompleksiem skaitïiem var veikt darbîbas tâpat
kâ ar parastâm izteiksmçm, papildus izmantojot sakarîbu i2 = −1. Piemç-
ram, varam iegût ðâdas vienâdîbas, kas râda, kâ veikt pamatoperâcijas ar
kompleksiem skaitïiem:

−(x + iy) = −x + i(−y), (3.1)
(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2), (3.2)
(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = x1x2 + i(x1y2 + x2y1) + i2y1y2 =
= (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1),

(3.3)
x1 + iy1

x2 + iy2

=
(x1 + iy1)(x2 − iy2)

(x2 + iy2)(x2 − iy2)
=

x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

,

kur x2 + iy2 6= 0.
(3.4)

3.1. Trigonometriskâ un eksponenciâlâ forma

Komplekso skaitïi x+iy çrti attçlot ìeometriski kâ plaknes vektoru −−−→(x, y).
Ievçrosim, ka komplekso skaitïu saskaitîðana ir analoga vektoru saskaitîðanai.

3.1. Uzdevums. Pierâdît, ka kompleksa skaitïa x + iy pareizinâðana ar
cos α+i sin α pagrieþ tam atbilstoðo vektoru

−−−→
(x, y) par leòíi α pretçji pulksteòa

râdîtâja kustîbas virzienam.

24



3.1. TRIGONOMETRISKÂ UN EKSPONENCIÂLÂ FORMA 25

Ievieðot plaknç polârâs koordinâtas, iegûstam kompleksâ skaitïa x + iy
trigonometrisko formu r(cos α + i sin α), kur r =

√
x2 + y2 un, ja r > 0, tad

α ir vienîgais leòíis no intervâla [0, 2π), kuram cos α = x/r un sin α = y/r.
Ievçrosim, ka, sareizinot divus kompleksos skaitïus, to râdiusi r sareizinâs,
bet argumenti α saskaitâs:

3.2. Uzdevums. Pierâdît vienâdîbu

(r1(cos α1+i sin α1))(r2(cos α2+i sin α2)) = r1r2(cos(α1+α2)+i sin(α1+α2)).
(3.5)

Komplekso skaitli cos α + i sin α apzîmçsim ar eiα (e pakâpç iα; ar e ðeit
apzîmçta naturâlâ logaritma bâze 2, 7182818 . . .).

3.3. Uzdevums. Pierâdît vienâdîbas

1) |eiα| = 1,

2) (eiα)n = einα (Muavra formula),

3) (eiα)−1 = e−iα,

4) eiα · eiβ = eiα+iβ = ei(α+β),

5) (eiα + e−iα)/2 = cos α,

6) (eiα − e−iα)/(2i) = sin α.

Pçdçjâs divas vienâdîbas sauc arî par Eilera formulâm. Izsakot r = et,
kur t ∈ R, iegûstam nenulles kompleksâ skaitïa eksponenciâlo formu et+iα =
et · eiα.

3.4. Uzdevums. Atrodot leòíi α, kompleksos skaitïus i, (1 + i
√

3)/2,
(
√

3 + i)/2, −i, (1− i
√

3)/2, (
√

3− i)/2 izteikt kâ eiα.

3.5. Uzdevums. Ar Muavra formulas palîdzîbu pierâdît, ka

1) cos nx var izteikt kâ n-tâs kârtas polinomu no cos x (un atrast ðo poli-
nomu gadîjumos n = 2, 3, 4, 5, 6, 7);

2) sin nx var izteikt kâ (n−1)-âs kârtas polinomu no cos x, kas pareizinâts
ar sin x (un atrast ðo polinomu gadîjumos n = 2, 3, 4, 5, 6, 7);

3) izteiksmi (cos x)m(sin x)n, kur m un n ir veseli nenegatîvi skaitïi, var
izteikt kâ x daudzkârtòu kosinusu un sinusu lineâru kombinâciju.
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3.6. Uzdevums. Pierâdît vienâdîbas

C0
n − C2

n + C4
n − C6

n + . . . = 2n/2 cos(πn/4) un (3.6)
C1

n − C3
n + C5

n − C7
n + . . . = 2n/2 sin(πn/4), (3.7)

kur summçðana tiek veikta pa Ck
n ar, atbilstoði, pâra un nepâra k, kas nepâr-

sniedz n.

3.2. n-tâs kârtas saknes no 1

Par n-tâs kârtas sakni no 1 sauc tâdu kompleksu skaitli z, ka zn = 1.
Izmantojot uzdevumus 3.1 un 3.2, var pierâdît sekojoðo teorçmu.

3.1. Teorçma. Pavisam ir n kompleksas n-tâs kârtas saknes no 1. Plak-
nç tâs ir izvietotas regulâra n-stûra virsotnçs, kura centrs ir koordinâtu sâ-
kumpunktâ un viena no virsotnçm ir punktâ (1, 0).

3.7. Uzdevums. Izteikt xn − 1 kâ pirmâs un otrâs kârtas polinomu ar
reâliem koeficientiem reizinâjumu.

3.8. Uzdevums. Kâdiem naturâliem k un n polinoms 1 + xk + x2k +
. . . + xnk dalâs ar polinomu 1 + x + x2 + . . . + xn?

3.3. Pielietojumi vektoru ìeometrijâ

Kompleksu skaitïu saskaitîðana ir analoga plaknes vektoru saskaitîðanai,
taèu reizinâðanai analoga operâcija plaknes vektoru algebrâ parasti netiek
aplûkota. Tomçr vairâkos uzdevumos tâ var bût noderîga.

Pareizinot kompleksu skaitli ar eiα, tas tiek pagriezts par leòíi α pre-
tçji pulksteòa râdîtâja virzienam. Lîdzîgu operâciju var ieviest arî vektoru
algebrâ.

Vairâkos uzdevumos ir izdevîgi aplûkot pagrieðanu par konkrçtiem leò-
íiem. Ja dots vektors ~a, ar ~a′ apzîmçsim vektoru ~a, kas pagriezts par 90◦

pretçji pulksteòa râdîtâja virzienam.
3.2. Teorçma. Ja ~a un ~b ir vektori, bet k skaitlis, tad ir spçkâ vienâdîbas

1) (~a +~b)′ = ~a′ +~b′,

2) (k · ~a)′ = k · ~a′,
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3) ~a′′ = −~a.

3.9. Uzdevums. Vienkârðot izteiksmes, atverot iekavas un atbrîvojoties
no vairâkkârtçjâm \prim" operâcijâm:

1) (2~a +~b′ + ~a′′ − 4~b)′,

2) ((~a +~b′)′ − 2~a)′,

3) ((2~a′ +~b)′′ − (~a +~b)′)′.

3.10. Uzdevums. Doti 2 kvadrâti ABCD un CEFG ar kopîgu virsotni
C; abu kvadrâtu virsotnes uzrâdîtas pretçji pulksteòa râdîtâja kustîbas virzie-
nam. Punkts M ir nogrieþòa DG viduspunkts. Pierâdît, ka

1) 2|CM | = |BE|,

2) nogrieþòi CM un BE ir savstarpçji perpendikulâri.

3.11. Uzdevums. Uz trijstûra ABC malâm AB un BC ârpus trijstûra ir
uzkonstruçti kvadrâti (viena no kvadrâta malâm sakrît ar attiecîgo trijstûra
malu). Apzîmçsim kvadrâtu centrus ar K un L un AC viduspunktu ar M.
Pierâdît, ka nogrieþòi KM un LM ir savstarpçji perpendikulâri un kongruenti.

Lîdzîgi operâcijai \prim" var ieviest operâciju ∗ \zvaigznîte", kas pagrieþ
vektoru par 60◦ pretçji pulksteòa râdîtâja virzienam.

3.3. Teorçma. Ja ~a un ~b ir vektori, bet k skaitlis, tad ir spçkâ vienâdîbas

1) (~a +~b)∗ = ~a∗ +~b∗,

2) (k · ~a)∗ = k · ~a∗,

3) ~a∗∗∗ = −~a,

4) ~a + ~a∗∗ = ~a∗.

3.12. Uzdevums. Uz trijstûra ABC malâm ârpus trijstûra ir uzkonstru-
çti regulâri trijstûri (kuriem viena no malâm sakrît ar attiecîgo trijstûra ma-
lu). Pierâdît, ka triju regulâro trijstûru centri paði veido regulâru trijstûri.
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3.4. Daþâdi uzdevumi

3.13. Uzdevums. Atrisinât vienâdojumu sistçmas kompleksos skaitïos.

1. {
x− x−3y

x2+y2 = 2

y + 3x+y
x2+y2 = 3

. (3.8)

2. {
x2 − y2 − x+3y

x2+y2 = 2

2xy − 3x−y
x2+y2 = 3

. (3.9)

3.14. Uzdevums. Virknes {xn} un {yn} ir definçtas ar sâkuma nosa-
cîjumiem x1 = y1 = 1 un rekurentajâm sakarîbâm{

xn+1 = 3xn − 4yn

yn+1 = 4xn + 3yn
(3.10)

visiem n ≥ 1. Atrast ðo virkòu vispârîgo locekïu formulas.



4. nodaïa

Polinomi

Par mainîgâ x polinomu P (x) sauc algebrisku izteiksmi
anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a0, (4.1)

kur n ir vesels nenegatîvs skaitlis, kuru sauc par polinoma kârtu un apzîmç
ar deg P , un ai ir koeficienti no kâdas skaitïu kopas k, piemçram, Z, Q, R
vai C, turklât an 6= 0. Ar k[x] apzîmçsim ðâdu polinomu kopu. Uzskatîsim,
ka nulles polinoma kârta ir −∞.

4.1. Hornera shçma

Nâkamajâ uzdevumâ aplûkots piemçrs Hornera shçmai, kas ïauj polinomu
no x pârveidot par polinomu no x− a.

4.1. Uzdevums. Vienâdîba x5 − 2x3 + x + 1 = (x− 2)5 + 10(x− 2)4 +
38(x− 2)3 + 68(x− 2)2 + 57(x− 2) + 19 ir iegûta, izveidojot ðâdu tabulu:

1 0 −2 0 1 1
2 1 2 2 4 9 19
2 1 4 10 24 57
2 1 6 22 68
2 1 8 38
2 1 10
2 1

Atrast ðîs tabulas izveidoðanas principu un pamatot tâ korektumu.

4.2. Uzdevums. Izmantojot Hornera shçmu, sadalît polinomu p(x) =
x4 + 2ix3 − (1 + i)x2 − 3x + 7 + i pa (x + i) pakâpçm.

4.3. Uzdevums. Polinoms p(x) kâdam skaitlim a apmierina identitâti
p(x) = p(a− x). Pierâdît, ka p(x) var izteikt kâ polinomu no (x− a/2)2.

29
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4.2. Eiklîda algoritms

4.1. Teorçma. Ja f(x) un g(x) ir polinomi no R[x], g(x) nav nulles
polinoms, tad pastâv tâds unikâls n un tâdi unikâli polinomi q1, q2, . . ., qn+1,
r1, r2, . . ., rn, ka

f = q1g + r1

g = q2r1 + r2

r1 = q3r2 + r3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
rn−2 = qnrn−1 + rn

rn−1 = qn+1rn

un deg g > deg r1 > deg r2 > . . . > deg rn. Turklât rn ir polinomu f un g
lielâkais kopîgais dalîtâjs LKD(f, g).

Eiklîda algoritms ïauj atrast lielâko kopîgo dalîtâju ne tikai polinomiem
ar reâliem koeficientiem, bet arî polinomiem no Q[x], C[x] un vispâr no k[x],
kur k ir lauks: tâda kopa, kurâ definçtas saskaitîðanas, atòemðanas, reizinâ-
ðanas un dalîðanas operâcijas ar tâm raksturîgajâm îpaðîbâm. Piemçram, Q
ir lauks, bet Z nav, jo, veselu skaitli dalot ar veselu skaitli ne vienmçr tiek
iegûts vesels skaitlis.

4.4. Uzdevums.
1. Izmantojot Eiklîda algoritmu, atrast polinomu f(x) = x4 + x3 − 3x2 −

4x− 1 un g(x) = x3 + x2 − x− 1 lielâko kopîgo dalîtâju.

2. Atrast tâdus polinomus u(x) un v(x), ka x + 1 = u(x)f(x) + v(x)g(x).

4.5. Uzdevums. Dots: f(x) = 3x3 − 2x2 + x + 2, g(x) = x2 − x + 1, α
ir polinoma g sakne.

1. Izmantojot Eiklîda algoritmu, atrast tâdus polinomus u(x) un v(x), ka

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1. (4.2)

2. Atbrîvoties no irracionalitâtes daïas 1/(3α3 − 2α2 + α + 2) saucçjâ.

4.6. Uzdevums. Atbrîvoties no irracionalitâtes daïas α/(α+1) saucçjâ,
kur α3 − 3α + 1 = 0.
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4.3. Polinoma saknes un sadalîjums neredu-
cçjamu polinomu reizinâjumâ

Skaitli α sauc par polinoma P (x) sakni, ja, ievietojot to x vietâ, iegûstam
izteiksmi, kas vienâda ar nulli: P (α) = 0.

Viens no svarîgâkajiem rezultâtiem polinomu algebrâ ir sekojoðâ teorçma.
4.2. Teorçma. (Algebras pamatteorçma.) Katram nekonstantam polino-

mam ar kompleksiem koeficientiem ir vismaz viena kompleksa sakne.

4.3. Teorçma. (Bezû teorçma.) Ja α ir polinoma P (x) sakne, tad P (x)
dalâs ar x − α, tas ir, eksistç tâds polinoms Q(x), ka P (x) = (x − α)Q(x),
turklât deg Q = deg P − 1.

Ja deg Q ≥ 1, tad arî polinomam Q ir kâda kompleksa sakne. Tâdçjâdi
no algebras pamatteorçmas un no Bezû teorçmas izriet

4.1. Sekas. Katram n-tâs kârtas polinomam P = anx
n+an−1x

n−1+. . .+
a0 eksistç tâdi kompleksi skaitïi α1, α2, . . ., αn, ne obligâti daþâdi, ka

P (x) = an(x− α1)(x− α2) · . . . · (x− αn). (4.3)
Ja skaitlis α ir sastopams starp skaitïiem α1, α2, . . ., αn k reizes, tad

saka, ka α ir k-tâs kârtas sakne. Tâtad katram komplekso skaitïu polinomam
ir tieði n saknes, ja k-tâs kârtas sakni ieskaita k reizes.

Vienâdîba (4.3) izsaka arî kompleksu skaitïu polinoma sadalîjumu nere-
ducçjamu polinomu reizinâjumâ. Polinomu sauc par nereducçjamu, ja tas
nav konstante un to nevar sadalît zemâkas kârtas polinomu reizinâjumâ.
Nereducçjami polinomi ir pirmskaitïu analogs polinomu algebrâ. Ja k ir lauks,
tad sadalîjums nereducçjamu polinomu reizinâjumâ ir unikâls ar precizitâti
lîdz reizinâtâju secîbai un nenulles skaitïu (jeb lauka elementu) piereizinâðanu
reizinâjumâ esoðajiem polinomiem.

No vienâdîbas (4.3) redzams, ka kompleksiem skaitïiem nereducçjamie
polinomi ir visi pirmâs kârtas polinomi. Kâ ir reâlu skaitïu polinomiem?

4.4. Teorçma. Ja P ∈ R[x] un kompleksais skaitlis s + it ir P sakne,
tad arî s− it ir P sakne.

4.5. Teorçma. Ja P ∈ R[x], P = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0; r1, r2,
. . ., rk ir P reâlâs saknes, un s1 + it1, s2 + it2, . . ., sl + itl, s1− it1, s2− it2,
. . ., sl − itl ir P kompleksâs saknes (starp kurâm daudzkârtçjâs saknes ir
sastopamas attiecîgo skaitu reiþu), tad n = k + 2l un P var ðâdi sadalît
nereducçjamu polinomu reizinâjumâ:

P (x) = an(x−r1)·. . .·(x−rk)(x
2−2s1x+s2

1+t21)·. . .·(x2−2slx+s2
l +t2l ). (4.4)
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No skolas kursa zinâms, ka kvadrâttrinomiem ar negatîvu diskriminantu
nav reâlu sakòu, tâdçï tos nevar sadalît divu lineâru polinomu reizinâjumâ.
Tâdçjâdi vienâdîba (4.4) dod reâlu skaitïu polinomu sadalîjumu nereducçja-
mu polinomu reizinâjumâ, un nereducçjamie polinomi ðajâ gadîjumâ ir visi
lineârie polinomi un kvadrâtiskie polinomi ar negatîvu diskriminantu.

4.7. Uzdevums. Dots: P1, P2, . . ., Pn ∈ R[x]. Pierâdît, ka pastâv tâdi
polinomi A1, B1, A2, B2, A3, B3 ∈ R[x], ka

n∑
i=1

P 2
i (x) = A2

1(x) + B2
1(x) = A2

2(x) + xB2
2(x) = A2

3(x)− xB2
3(x). (4.5)

4.8. Uzdevums. P (x) ir polinoms ar reâliem koeficientiem un visiem
x ≥ 0: P (x) > 0. Pierâdît, ka eksistç tâds naturâls skaitlis n, ka (1+x)nP (x)
ir polinoms ar nenegatîviem koeficientiem.

Racionâlu un veselu skaitïu polinomu gadîjumâ sadalîjumu nereducçja-
mu polinomu reizinâjumâ un paðus nereducçjamos polinomus vairs nevar tik
vienkârði aprakstît.

4.4. Vjeta teorçma

Vienâdîbas (4.3) labajâ pusç atverot iekavas un pielîdzinot rezultâtu vie-
nâdîbai (4.1), iegûstam sekojoðo teorçmu.

4.6. Teorçma. (Vjeta teorçma.) Katram veselam k no 0 lîdz n− 1:

(−1)n−k ak

an

=
∑

i1<i2<...<in−k

αi1αi2 · . . . · αin−k
. (4.6)

4.9. Uzdevums. Atrast polinoma p(x) = xn+nxn−1+an−2x
n−2+. . .+a0

saknes x1, x2, . . ., xn, ja dots, ka x16
1 + x16

2 + . . . + x16
n = n.

4.10. Uzdevums. Pierâdît, ka to reâlo skaitïu kopa, kas apmierina ne-
vienâdîbu

70∑
k=1

k

x− k
≥ 5

4
, (4.7)

ir tâdu nepârklâjoðos intervâlu apvienojums, kuru garumu summa ir 1988.

4.11. Uzdevums. Dots: vienâdojums log2
2 x−4 log2 x−m2−2m−13 = 0

attiecîbâ pret mainîgo x. Pierâdît, ka
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1) visiem m ∈ R vienâdojumam ir divi daþâdi atrisinâjumi;

2) atrisinâjumu reizinâjums nav atkarîgs no m;

3) viens no atrisinâjumiem ir mazâks par 1, bet otrs lielâks par 1.

Atrast lielâkâ atrisinâjuma minimâlo un mazâkâ atrisinâjuma maksimâlo
vçrtîbu.

4.5. Galîgâs starpîbas

Funkcijas f(x) atvasinâjumu definç kâ attiecîbas (f(x+∆x)− f(x))/∆x
robeþu, kad ∆x tiecas uz 0. Tomçr izrâdâs, ka arî, nepârejot pie bezgalîgi
mazâm starpîbâm, izpildâs vairâkas atvasinâjumam raksturîgâs îpaðîbas.

Pieòemsim, ka f(x) ir polinoms anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0 un paòemsim
∆x = 1. Apzîmçsim ∆f(x) = f(x + 1)− f(x).

4.12. Uzdevums. Pierâdît sekojoðâs ∆f îpaðîbas.

1. ∆f(x) arî ir polinoms.

2. Ja f nav nulles polinoms, tad deg ∆f = deg f − 1.

3. ∆f(x) vecâkais koeficients jeb koeficients pie xn−1 ir nan.

4. ∆(xn) =
∑n−1

i=0 Ci
nx

i.

5. Definçsim ∆0f(x) = f(x), ∆1f(x) = ∆f(x) un tâlâk

∆n+1f(x) = ∆∆nf(x).

Pierâdît, ka ∆nf(x) =
∑n

i=0(−1)n−iCi
nf(x + i).

4.13. Uzdevums. Dots, ka polinoms P (x) apmierina nevienâdîbas

P (0) > 0;

P (1) > P (0);

P (2) > 2P (1)− P (0);

P (3) > 3P (2)− 3P (1) + P (0);

P (n + 4) > 4P (n + 3)− 6P (n + 2) + 4P (n + 1)− P (n) visiem n ∈ N.

Pierâdît, ka visiem n ∈ N: P (n) > 0.

4.14. Uzdevums. Dots n ∈ N. Atrast visus polinomus P (x), kuru kârta
nepârsniedz n un kuri apmierina vienâdîbu

n∑
i=0

P (i)(−1)i

(
n

i

)
= 0. (4.8)
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4.6. Zîmju maiòu skaits

Pieòemsim, ka polinoms P ∈ R[x] ir izteikts standarta veidâ P (x) =
anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a0. Teiksim, ka koeficienti ai un aj (i < j) veido

zîmju maiòu, ja tie nav vienâdi ar 0 un ir ar pretçjâm zîmçm, turklât visi
koeficienti starp tiem (ai+1, . . ., aj−1) ir vienâdi ar 0. Polinoma P zîmju
maiòu skaitu apzîmçsim ar ZMS(P ).

Piemçram, polinomam 2x7 − x5 − 3x2 + x− 5 ir trîs zîmju maiòas: starp
koeficientiem pie x7 un x5, x2 un x, x un brîvo locekli. Tâtad ZMS(2x7 −
x5 − 3x2 + x− 5) = 3.

4.15. Uzdevums. Ja P ∈ R[x] un a > 0, tad ZMS((x − a)P ) ir par
nepâra skaitli lielâks nekâ ZMS(P ).

Nâkamâ teorçma parâda, ka zîmju maiòu skaits ïauj novçrtçt polinoma
pozitîvo sakòu skaitu.

4.7. Teorçma. (Dekarta teorçma par zîmju maiòu skaitu.) Ja P ∈ R[x]
un N ir polinoma P pozitîvo sakòu skaits, tad ZMS(P ) ≥ N un ZMS(P )−N
ir pâra skaitlis.

Lai atrisinâtu nâkamo uzdevumu, jâsaprot, kâ ar zîmju maiòu skaita pa-
lîdzîbu novçrtçt ne tikvien pozitîvo, bet gan visu reâlo sakòu skaitu.

4.16. Uzdevums. Polinomam xn+an−1x
n−1+. . .+ak+1x

k+1+ak−1x
k−1+

. . . + a0 ir n daþâdas reâlas saknes. Pierâdît, ka ak−1 · ak+1 < 0.

4.7. Lagranþa interpolâcijas polinoms

Ja zinâms, ka polinoms ir konstante, ar vienu tâ grafika punktu mçs
to viennozîmîgi definçjam. Ja zinâms, ka polinoms ir lineârs, tad pietiek
ar diviem punktiem. Kvadrâtisku polinomu definç trîs grafika punkti. Tas
rosina hipotçzi, ka, ja zinâms, ka polinoma kârta nepârsniedz n, tad n + 1 tâ
grafika punkti to viennozîmîgi definç. Nâkamâ teorçma ne tikai apstiprina ðo
hipotçzi, bet arî izsaka polinomu ar ðiem uzdotajiem grafika punktiem.

4.8. Teorçma. Ja P ∈ C[x], tad pastâv tieði viens polinoms, kura kârta
nepârsniedz n un kurð dotajâm n + 1 daþâdâm argumenta vçrtîbâm x0, x1,
. . ., xn pieòem dotâs vçrtîbas: P (xi) = yi, i ∈ {0, 1, . . ., n}, un ðo polinomu
var izteikt ar ðâdu summu:

n∑
i=0

(x− x0) · . . . · (x− xi−1)(x− xi+1) · . . . · (x− xn)

(xi − x0) · . . . · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · . . . · (xi − xn)
yi (4.9)
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Ðo polinomu sauc par Lagranþa interpolâcijas polinomu.
4.17. Uzdevums. Dots: n-tâs kârtas polinoms P , P (k) = 1/Ck

n+1 vi-
siem k ∈ {0, 1, . . ., n}. Kâda ir P (n + 1) vçrtîba?

4.18. Uzdevums. Dots: polinoms P , kura kârta nepârsniedz 2k; visiem
veseliem i no intervâla [−k, k]: |P (i)| ≤ 1. Pierâdît, ka visiem reâliem x no
intervâla [−k, k]: |P (x)| ≤ (2k + 1)Ck

2k.

4.19. Uzdevums. Dots, ka p ir pirmskaitlis un f ir d-tâs kârtas poli-
noms ar veseliem koeficientiem, tâds, ka

1) f(0) = 0, f(1) = 1;

2) katram veselam pozitîvam n: atlikums, dalot f(n) ar p, ir 0 vai 1.

Pierâdît, ka d ≥ p− 1.

4.8. Polinomi ar veseliem vai racionâliem ko-
eficientiem

Polinomu ar racionâliem koeficientiem var pareizinât ar tâ koeficientu
kopsaucçju, pârvçrðot to par polinomu ar veseliem koeficientiem un nemainot
tâ sakòu kopu un skaòu kârtas.

Ja ir dots polinoms ar veseliem koeficientiem, viens no pamatuzdevumiem
ir atrast tâ racionâlâs saknes. Nâkamajâ uzdevumâ aplûkotie kritçriji ïauj
ievçrojami atvieglot meklçðanu.

4.20. Uzdevums. Dots: nesaîsinâma racionâla daïa p/q ir polinoma ar
veseliem koeficientiem f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a0 sakne. Pierâdît

sekojoðos apgalvojumus.

1. an dalâs ar q.

2. a0 dalâs ar p.

3. Katram veselam m: f(m) dalâs ar p−mq.

4.21. Uzdevums. Atrast polinomu racionâlâs saknes:

1) x3 − 6x2 + 15x− 14.

2) 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x + 12.



36 4. NODAÏA. POLINOMI

4.22. Uzdevums. P (x) ir polinoms ar veseliem koefiecientiem, kurð ap-
mierina sakarîbu P (m1) = P (m2) = P (m3) = P (m4) = 7 dotiem daþâdiem
veseliem skaitïiem m1, m2, m3, m4. Pierâdît, ka nav tâda vesela skaitïa m,
ka P (m) = 14.

4.23. Uzdevums. Pierâdît, ka katram veselam n > 1 polinomam

xn

n!
+

xn−1

(n− 1)!
+ . . . +

x2

2!
+

x

1!
+ 1 (4.10)

nav racionâlu sakòu.

4.24. Uzdevums. Dots: α ir polinoma x2 − 1989x − 1 positîvâ sakne.
Pierâdît, ka bezgalîgi daudziem naturâliem n ir spçkâ vienâdîba

[αn + 1989α[αn]] = 1989n + (19892 + 1)[αn]. (4.11)

4.9. Redukcija pçc vesela skaitïa moduïa

Aplûkojot polinomus ar veseliem koeficientiem, vairâkos uzdevumos ir
svarîga tikai koeficientu, argumenta un polinoma vçrtîbu dalâmîba ar kâdu
veselu pozitîvu skaitli n. Ðâdos gadîjumos ir çrti aizvietot polinoma koefi-
cientus ar to atlikumiem pçc moduïa n un visas darbîbas ar polinomiem arî
aplûkot pçc moduïa n. Atlikumu pçc moduïa n kopu ar ðiem atlikumiem
definçtajâm saskaitîðanas un reizinâðanas operâcijâm apzîmç ar Z/nZ.

4.9. Teorçma. Ja f ∈ Z[x], tad ar f ∈ Z/nZ[x] apzîmçsim polinomu,
kurð iegûts no f , aizvietojot tâ koeficientus ar to atlikumiem pçc moduïa n.

Tâdâ gadîjumâ visiem f , g ∈ Z[x] izpildâs identitâtes

1) f + g = f + g;

2) fg = f · g.

Svarîgi zinât, ka, ja n ir pirmskaitlis, tad Z/nZ ir lauks, jo tajâ var jebkuru
atlikumu dalît ar jebkuru nenulles atlikumu. Saliktam n ðî îpaðîba nav spçkâ.
Piemçram, aplûkojot atlikumus pçc moduïa 6, nav iespçjams 1 izdalît ar 2,
jo nav tâda k, ka 2k dotu 1 atlikumâ, dalot ar 6. Toties pçc moduïa 5 tas ir
iespçjams: 2 · 3 dod 1 atlikumâ, dalot ar 5, tâtad 1/2 = 3 pçc moduïa 5.

Tâ kâ 2 ir pirmskaitlis, tad Z/2Z ir lauks un polinomiem ar koeficientiem
no tâ var izmantot Eiklîda algoritmu.
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4.25. Uzdevums. Izmantojot Eiklîda algoritmu, atrast polinomu f , g ∈
Z/2Z[x] lielâko kopîgo dalîtâju:

1) f(x) = x5 + x4 + 1, g(x) = x4 + x2 + 1;

2) f(x) = x5 + x3 + x + 1, g(x) = x4 + 1.

4.26. Uzdevums. Pierâdît, ka polinomam (x + 1)2n
visi koeficienti, iz-

òemot vecâko koeficientu un brîvo locekli, ir pâra skaitïi.

4.27. Uzdevums. Atrast polinoma (x+1)1998 nepâra koefiecientu skaitu.

4.28. Uzdevums. Ck
n ir kombinâciju no n pa k skaits. Pierâdît, ka

1) Ck
n ir pâra skaitlis visiem k no 1 lîdz n− 1 tad un tikai tad, ja n = 2s

kâdam veselam nenegatîvam s.

2) Ck
n ir nepâra visiem k no 0 lîdz n tad un tikai tad, ja n = 2s−1 kâdam

veselam nenegatîvam s.
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