Baltic Way, Skaitlu teorija

Neklatienes matematikas skola

September 5, 2017

Baltic Way (BW) un BW Atlases Sacensibu uzdevumi pec stila jutami atskiras no Latvi-
jas olimpiazu uzdevumiem. ST dokumenta merkis ir atvieglot gatavosanos Baltic Way atlases
sacensibam, kas parasti notiek macibu gada sakuma, septembra vidu. Matematiskais saturs
BW un IMO stila olimpiades parasti nav tehniski loti sarezgits, bet skar daudzveidigas temas,
no kuram katra velams nedaudz orienteties. Reizem viena pieradijuma izmantotas prasmes no
dazadam matematikas nozarem (piemeram, kombinatoriku un skaitlu teoriju vai algebru un
skaitlu teoriju). Starptautiskos konkursos un to atlases sacensibas svarigi rupigi pierakstit savu
pamatojumu, nelaujot nonemt punktus par faktiski izrekinatu uzdevumu. Par nevajadzigiem
pamatojumiem nevienu nesoda, toties parak bieZi skolenu darbos izlaisti butiski soli.

Talakaja teksta apkopoti BW atlases sacensibu un ar1 pasas BW olimpiades uzdevumi
skaitlu teorija par 2015. un 2016. gadu. Pec autora domam BW atlases sacensibas ir nepel-
niti palikusas ena salidzinot ar citam sacensibam, kaut ar1 faktiski ta ir olimpiade ar ieverojamu
dalibnieku skaitu (ap 50 skolenu no dazadam Latvijas skolam), un daudzi skoleni tiesi BW
atlases sacensibas pirmo reizi sastop starptautisko konkursu uzdevumus, kam raksturiga lielaka
temu daudzveidiba neka Latvijas olimpiades.

Matematiskas metodes saja dokumenta

Sakt risinat vieglaku uzdevumu:
Piemeram, ievietot mazakus skaitlus: vienadojuma x
2+ 2 = 25 thTstQOlG.DayQ.g

2015 4 y2015 — 22016 vieta aplﬁkot

Pirmskaitlu izvietojums:
P1rmska1tlu bezgaligais skaits. Eratostena rezgis. Veids, ka konstruet patvaligi garus
naturalu skaitlu intervalus, kuros nav neviena pirmskaitla. thTst2015 Day4.

Eiklida algoritms:
Divu skaitlu vai divu polinomu lielakais kopigais dalitajs. Skaitlu un polinomu dalisana
ar atlikumu. thTst2016 Day?2. d

Aritmetiskas funkcijas:

Eilera funkcga ©(n). unikalo pirmreizinataju skaita funkcija w(n). pirmskaitla indeksa
funkcija v,(n). BwTst2015.Day4.3; Bw2015.16; Bw2015.17; Bw2016.11]

Kiniesu atlikumu teorema:
Atrisinajumi linearam kongruencem vai kongruencu sistemam. Bw2016.2

Pretrunas modulis:
Ka pieradit vienadojuma neatrisinamibu veselos skaitlos, apskatot abu pusu iespejamos at-
likumus, dalot ar kadu speciali izveletu skaitli. Parasti izvelas ta, lai analizejamo atlikumu
butu iespejami maz un abas vienadojuma puses tie neparklatos. thTstZOlG.DayZ?I;
Bw2016.1; Bw2016.3




Multiplikativas grupas pec p modula:
2 gadijumi — ja p ir vai nav pirmskaitlis. Maza Ferma teorema. Filera teorema. Primitivas
saknes eksistence pec p modula, ka p ir pirmskaitlis. IBW2016.3|; IBW2016.51

Ferma skaitli:
Skaitlis forma 2" 4+ 1 var but pirmskaitlis tikai tad, ja n pats ir divnieka pakape (ne-
piecieSsama, bet ne pietieckama pazime). Skaitlus 22" 1 1 sauc par Ferma skaitliem. Ne visi
tie ir pirmskaitli, pieméeram, 22° = 4,294, 967, 207 = 641 - 6,700, 417. BwTst2015.Day4.3

Pakapes pacelsanas lemma # 1:
Ja x un y ir veseli skaitli (ne obligati pozitivi), n ir naturals skaitlis un p ir neparu
pirmskaitlis tads, ka p | * — y, bet ne x ne y nedalas ar p, tad
vp (2" —y") = vp(z —y) + vp(n),
kur ar vp(z) apzimeta auistaka pirmskaitla p pakape, ar kuru tas ietilpst z sadalijuma

pirmreizinatajos. [Bw2015.16

Pakapes pacelsanas lemma # 2:
Ja x un y ir veseli skaitli (ne obligati pozitivi), n ir neparu naturals skaitlis un p ir neparu
pirmskaitlis tads, ka p |  + y, bet ne x ne y nedalas ar p, tad

vp (2" +y") = vp(x +y) + vp(n).

Pakapes pacelsanas lemma # 3:
Ja z un y ir divi neparu veseli skaitli un m ir paru naturals skaitlis. Tada gadijuma:

va(z™ —y™) =z —y) +ra(x +y) +va(m) — 1.

Binomialie un polinomialie koeficienti:
Tekavu atversana, kapinot divus vai vairakus saskaitamos n-taja pakape.
BwTst2015.Day1.3

Polinoma saknpu skaits:
Ja diviem n-tas pakapes polinomiem sakrit vertibas n + 1 punktos, tad Sie polinomi ir
identiski. (Piemers: Caur 2 punktiem (x1,y;) un (z2,y2) var novilkt tikai vienu taisni
jeb pirmas pakapes polinomu P(z) = ax + b.) Ekvivalents apgalvojums: Ja P(z) =
anx”™ 4 ...+ ag pienem nulles vertibu n + 1 dazadam argumenta x vertibam, tad visi a; ir
0. BwTst2015.Day1.3

Homogeni polinomi:
Polinomos, kur ikvienam saskaitamajam ir vienada pakape k, var visus mainigos pareizinat
ar to pasu reizinataju A un tad polinoma vertiba pareizinas ar \*. Homogéna polinoma ar
diviem mainigajiem vertibas ir atkarigas no abu mainigo attiecibas, piemeram, ja k = 6
un ievieto b = 1 un apzimé t = a/b, tad P(a,b) = ab + 21a*b? + 35a%b* + Tb° vertibas
mainas proporcionali viena mainga polinomam Q(t) = t6 + 21¢* + 3512 + 7 (polinoma
dehomogenizacija). BwTst2016.Day?2.10; Bw2016.4

Racionalo saknu teorema:
Ja polinomam ar veseliem koeficientiem

P(x) = apx™ + an12" P+ ayzt +a

ir racionala sakne = p/q, kur a, b € Z, tad ag dalas ar p, bet a,, dalas ar q. tBWTst2016.Day2.1d




Visparinata Vjeta teorema:
Ja n-tas pakapes polinomam P(z) = 2" + ap_ 12" ! 4+ .-+ + a12 + ag ir n realas sak-

nes r1,...,r, (ne obligati dazadas), tad aqg = (=1)"rire-- -1y, a1 = Zi,je[l,n} riT;, utt.
Visbeidzot, a,—1 = —(r1 +r2 + -+ 7). Bw2015.1§
Dirihlée princips:

Un tam lidzigi ekstremala elementa pielietojumi elementu skaita novertesanai.

BwTst2016.Day1.6; [Bw2016.11]

Monotonas apaksvirknes:
Erdesa-Sekeresa teorema. thTstZOlG.Dayl.d

1 2015. gada Atlases Sacensibas

Abstract

2015.gada BW komandu atlase notika 4 dienas (divas nedelas nogales pec kartas); katru
dienu piedavaja 4 uzdevumus. No 4.dienas cetriem uzdevumiem tris bija par skaitlu teoriju;
bez tam uz skaitlu teoriju var attiecinat arl pa vienam 1. un 2. dienas uzdevumam.

Uzdevums 1.1 (BwTst2015.Day1.3): Pieradit, ka neeksiste polinoms P(z) ar veseliem ko-
eficientiem un naturals skaitlis m, tadi, ka

2™ +x+4+2=P(P(z))

izpildas visiem veseliem skaitliem .

Atrisinajums. Ta ka 2™ +x + 2 un P(P(z)) abi ir polinomi, tad vinu sakrisana bezgaligi daudzos
punktos (visam veselam z vertibam) nozime to, ka abi polinomi ir identiski visiem realiem z; vinu
attiecigie koeficienti sakrit. T.i. ™ + x + 2 = P(P(x)) ir algebriska identitate (nevis tikai vienadiba,
kas izpildas veseliem x).

Apgalvojums A: Polinoms P(z), kuram P(P(x)) = 2™ 4 x 4+ 2 nevar but 1. pakapes poplinoms.
Pamatojums: 1. pakapes polinomiem P(z) = a1z + a¢ identitate nevar but speka, jo P(P(x)) arl
sanaktu 1. pakapes polinoms jeb 2™ +z 4+ 2 =x' + 2 +2 = 22 + 2, bet

P(P(x)) = ai(a1z + ag) + ag = atx + ajag + ag.

Nevienam veselam a; koeficients pie o nevar biit a? = 2, jo sakne no 2 nav vesels skaitlis. (J

Apgalvojums B: Polinoms P(x) ar pakapi n > 1, kuram P(P(x)) = 2™ +z+2 ir jaizpildas m = n?.

Turklat polinoma vecakais koeficients pie ™ ir 1 vai —1.

Pamatojums: Polinomiem P(z) = a,z™+...4ag, kuru pakape n > 1, P(P(x)) bus polinoms ar pakapi
n?, t.i. m = n?, un koeficients pie 1 vecaka locekla ir a1, No otras puses, zinams, ka koeficients pie
vecaka locekla ™ ir 1. T.i. a, =1 ja n ir paru, a, = £1, ja n ir neparu. O

Apgalvojums C: Pienemsim, ka eksiste polinoms P(z) ar pakapin > 1, kuram P(P(z)) = 2™ +z+2
un m = n?. Tad tas ir uzrakstams forma a,2” + ¢, kur a, = £1.
Pamatojums: Induktivi pieradisim, ka koeficienti a,,—;, kur ¢ = 1,...,n—1 (iznemot vecako koeficientu
ap un jaunako koeficientu ag) ir vienadi ar 0.

o Ja i =1, pieradisim, ka a,—1 = 0. Ievietosim n-tas pakapes polinomu P(zx) izteiksme P(P(x)),
nemot vera Apgalvojumus A un B, kan > 1 un m = n?
P(P(z)) = an(anz™ + apn_12"  + ...+ ag)" + an_1(anz™ + ... +a0)" ' 4... +ag =
= an(an)"z" + ay, <711) (an)"tal 2"t 4.

=2tz +2 (1)



Atverot iekavas izteiksme P(P(x)), mums interesé tikai koeficienti pie ™ un "~ ! (kas rodas
atverot pirmas iekavas, kas kapinatas n-taja pakape), visus parejos esam aizstajusi ar daudzpunktu.
Tada gadijuma pietiek aplukot tikai pirmas iekavas jeb (P(x))™, jo visas zemakas pakapes, sakot
ar (P(x))"~!, rada koeficientus pie x pakapem, kas neparsniedz n(n — 1) = n? — n. Pielidzinam
koeficientus pie 2"~ abiem polinomiem — P(P(x)) un ™ + z + 2. legtistam:

an, (T) (an)"tal | =0 jeb a,_1 =0.

e Pienemsim, ka visi a,—; ir 0, ja i = 1,2,..., k. Pamatosim, ka a,,_ (1) ar1 ir 0. Tapat ka ieprieks
atversim iekavas izteiksme P(P(x)) un pielidzinasim koeficientus. Ar1 Soreiz pietiek apskatit tikai
pirmo saskaitamo: a,,(P(z))", jo visi citi saskaitamie, sakot ar a,_;(P(x))" !, rada koeficientus
pie x pakapem, kas neparsniedz n(n — 1) = n? — n. legiistam:

P(P(x)) = ap(anz™ + an,(kﬂ):v"_(k“) +...4a)"+...=

n
)(an)n_lai—(kﬂ)xn_(kﬂ) T

1
=" fa+2. (2)

= U,n(an)nxn + an,(k+1) (

Atkal, pielidzinot koeficientus abos polinomos pie 2"~ (*+1)  jegustam ap_(k+1) = 0. leverosim,
ka kapinatajs n — (k 4+ 1) > n? — n, tadel darjjam pareizi, ignoréjot P(x)"~! un visus talakos
saskaitamos.

Apgalvojums D: Polinoms forma P(z) = a,z"+c nevar apmierinat identitati P(P(z)) = ™ +xz+2.
Pamatojums: Atveram iekavas P(P(z)). Aplitkojam koeficientu pie ™™=,

P(P(z)) = an(anz" + )" +c=
= ap(a,)"z" + (?) (an)”_lclxnz_” +...

="t +2 (3)

Pielidzinot koeficientus, iegustam ¢ = 0. Tas tomer nav iespejams, jo Saja gadijuma P(P(z)) = zn’

nevis 2" + z +2. O
Pieneémums, ka P(P(x)) = 2™ 4 x +2 eksiste, vairaku apgalvojumu gaita noveda pie arvien lielakiem

ierobezojumiem par to, kads var but P(z) un visbeidzot — pie pretrunas. Tadel $ads polinoms neeksiste.
|

Uzdevums 1.2 (BwTst2015.Day2.4): Dots fiksets racionals skaitlis ¢. Skaitli 2 sauksim par
harizmatisku, ja var atrast tadu naturalu skaitli n un veselus skaitlus a1, g, ..., oy, ka

z=(q+1)" (g+2)* ... (¢g+n)*.
A) Pieradit, ka var atrast tadu ¢, kam visi pozitivie racionalie skaitli ir harizmatiski.
q p ;
(B) Vai tiesa, ka visiem g, ja skaitlis  ir harizmatisks, tad ar1 « 4+ 1 ir harizmatisks?

Atrisinajums: TBD

Uzdevums 1.3 (BwTst2015.Day4.1): Vai eksiste tadi pozitivi reali skaitli a un b, ka |an+b|
ir pirmskaitlis visam naturalam n verttbam. Ar |[z| apzime skaitla veselo dalu — lielako veselo
skaitli, kas neparsniedz =x.

Atrisinajums. Ja $adi pozitivi reali skaitli eksistétu, tad ar formulas p,, = |an+b| palidzibu varetu
iegut bezgaligi augosu pirmskaitlu virkni, turklat attalums starp pirmskaitliem Saja virkne neparsniegtu

Pnt1 — Pn:
la(n+1)+0b] — lan+b] < (a(n+1)+b) — ((an+b) —1) =a+ 1.

4



Meginasim pamatot, ka pirmskaitli starp lieliem skaitliem ir sastopami arvien retak, un tada pirm-
skaitlu virkne, kur attalums starp jebkuriem blakus esoSiem pirmskaitliem neparsniedz fiksetu skaitli
a + 1 neeksiste. Izvelamies naturalu skaitli N > a + 1. Atradisim N pec kartas sekojosus saliktus
skaitlus, kas visi ir lielaki par a 4+ b. Ta ka virkne p,, nevar "parlekt” pari N saliktiem skaitliem, busim
ieguvusi, ka vismaz viens p,, loceklis ir salikts skaitlis, kas butu pretruna.

Izvelamies naturalu m, kas ir lielaks gan apr a + b, gan par N. Apliikojam sadus skait]us:

m!+2=2(m!/2+1)
m!+3=3(m!/3+1)

m! +m =m(m!/m+1) (4)

Labaja puse visas iekavas ir veseli skaitli, jo m! =1-2-...-m dalas ar 2, ar 3 utt. un ar m. Tadel
visi naturalie skaitli = intervala m! + 2 < x < m! + m ir salikti skaitli. Ta ka m > N, esam ieguvusi
vismaz N pec kartas sekojoSus saliktus skaitlus. Turklat visi tie ir lielaki par virknes p,, pirmo locekli
a + b, kas nozime, ka virkne p,, satures kadu no Siem skaitliem, kas nav pirmskaitlis.

Uzdevums 1.4 (BwTst2015.Day4.2): Ar S(a) apzimesim skaitla a ciparu summu. Kadam
naturalam R vertibam var atrast tadu naturalu n, ka

Atrisinajums. Izvelotiesn =1,11,111,...,111111111, iegustam ka R var but 1,2,...,9. Izveloties
vel lielaku vieninieku skaitu, ieverojam, ka kapinot kvadrata ar reizinasanu stabina, sak rasties parnesumi,
kuri nelauj talak paaugstinat R vertibu. Lai konstruetu piemeru patvaligam naturalam R, vieniniekus
rakstisim pamisus ar vienu vai vairakam nullem ta, lai iespejami izvairitos no parnesumiem.

Miisu konstrukeija, lai iegitu attiecibu S(n?)/S(n) vienadu ar ieprieks uzdotu naturalu skaitli R,
izvelesimies skaitli n, kura decimalpieraksta ir tiesi R vieninieki; turklat tie rakstiti pozicijas, kuras,
skaitot no labas puses, atrodas divnieka pakapes. T.i. cipars ”1” atradisies pirmaja, otraja, ceturtaja,
astotaja, utt. pozicija, skatoties no labas puses. Pierakstot formulas veida:

R—1
n=1-10"41-10"+1-10+... +1-10>" "1 = 2102”—1.
7=0

Pamatosim, ka S(n?)/S(n) = R. Atversim iekavas izteiksme

. _ 2
(1-100+1.101+1-103+...+1~102R 1*1) :

iegustot summu ar dazadiem desmitnieka pakapju savstarpejiem reizinajumiem.
Apgalvojums. Neeksiste divi dazadi saskaitamie augSminetaja izteiksme (t.i. detri kapinataji
(J1,72) un (Js, ja), kur (41, j2) atskiras no (js, j4) un ar1 no (j4,j3)), kam butu speka:

10271102771 = 10771 102 L

Tik tieSam, pienemsim, ka dazadiem pariem (ji,j2) un (js,js) abi reizinajumi sakrit. IevieSam
apzimejumus ta, lai j; > jo un jz > ji; turklat j; > js. Saja gadijuma (27t — 1) 4 (272 — 1) =
(273 — 1) + (272 — 1). Ja j1 > ja, tad saskaitamais 2/t — 1 viens pats ir lielaks par (273 — 1) + (274 — 1),
jo tur abi saskaitamie abi ir mazaki par pusi no 2t — 1. Tadel atliek gadijums j; = j3. Viegli redzét, ka
tad ar1 jo = j4 un abi pari sanak vienadi. [J _ ‘

Ja reiz neviena desmitnieku pozicija nenonak vairak neka divi reizinajumi 102" 1 . 102”1 (t.i.
atbilstosi parim (j1,j2) un atbilstosi tam pasam parim preteja seciba: (jz2,71)), tad arl parnesumi uz
nakamo desmitnieku poziciju neveidojas. Esam ieguvusi, ka visi R? saskaitamie biis redzami reizinajuma
rezultata, un tadel S(n?) = R?, kas nozime, ka S(n?)/S(n) = R?*/R = R. ReizinaSanas piemers (R = 4)
ilustre So konstrukciju:



10001011
* 10001011
10001011
10001011
00000000
10001011
00000000
00000000
00000000
10001011

100020221022121

Uzdevums 1.5 (BwTst2015.Day4.3): Ar w(n) apzimesim dazado pirmskaitlu skaitu, ar ko
dalas n. Pieradit, ka ir bezgaligi daudz tadu naturalu skaitlu n, kuriem w(n) < w(n +1) <
w(n +2).

Atrisinajums. Pieaugot skaitlim n, izredzes, ka tas dalisies ar lielaku skaitu pirmskaitlu ari
palielinas. Skaitlim 6 = 2 - 3 ir divi sadi dalitaji, 30 = 2 -3 -5 ir tr1s daltaji, 210 = 2-3-5-7 —
Cetri dalitaji, utt. No otras puses, divu vai tris blakusesosu skaitlu dalitaju skaits reti kad padodas kaut
kadam viegli aprakstamam likumsakaribam. Tadel konstruesim bezgaligi augosu naturalu skaitlu virkni
ny (kurai izpildas w(ng) < w(ng +1) < w(ng + 2)). Konstruesim Sos skaitlus Ipatnéja forma (izlaizot
daudzus citus derigus piemerus), lai pamatojums butu ”viendabigs” katram virknes loceklim, lai nebutu
bezgaligi daudzi skaitli daznedazados veidos jacenSas dalit pirmreizinatajos.

Lai uzminetu likumsakaribas, sakam ar eksperimentésanu - parbaudot (ne parak daudzos) skaitlus
n € [1,200], kam w(n) = 3. Pirmie 3 trijnieki, kuri apmierina uzdevuma nosacijumu ir sekojosi:

(64,65,66) = (2°, 5-13, 2-3-11)
(103,104, 105) = (1037 23.13, 3-5- 7)
(128,129,130) = (27, 3-43, 2-5-13)
()
Redzam, ka dazi $adi trijnieki sakas ar divnieka pakapem 2F. Turpmak meklésim visus trijniekus

tiesi sada forma (2%, 2% +1,2% +-2). Tas ir izdevigi arT tadel, ka k-taja skaitlu trijnieka ietilpst divkarsots
skaitlis no iepriekseja skaitlu trijnieka:

2k 42=2.(2"1+1).

Varam redzet, ka w (28 +2) = w (2"71 4+ 1) + 1, jo nepara skaitli piereizinot ar 2, tam rodas viens
dalitajs-pirmskaitlis vairak.

Defingjam virkni: op = w(2¥ + 1). Ja kadam k izradas, ka 1 < o < op_1, tad skaitlu trijnieks
(2% 2% 4 1, 2% 4 2) atbilst uzdevuma nosacijumiem, jo attiecigas w vertibas ir:

w(2F) = 1
w2F+1) = o
w2F+2) = o1 +1

Turpmakais pieradijums irv par to, ka garanteti atrast bezgaligi daudzas "interesantas” k vertibas,
kuram og > 1, bet op_1 > 0. Sis vertibas izmantosim, lai veidotu virkni. Talakais ir §1 risinaSanas plana
atseviskie soli.

Apgalvojums A: Skaitli forma 2 + 1 var biit pirmskaitli vienigi tad, ja k = 2V, t.i. 22" 4 1.
(Pieztme: Skaitlus, kas izsakami forma 22" 4 1, sauc par Ferma skaitliem. Ne visi tie ir pirmskaitli,
piemeram, 22° 41 =232 4 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.)

Pamatojums: Nemot vera algebrisku identitati:

a2m+1 + b2m+1 _ (a + b) (a2m _ a2m—1b+ a2m—2b2 -+ a2b2m—2 _ ame—l + b2m) :



izteiksmi 2% 4+ 1 var sadalit reizinatajos (kas abi lielaki par 1) visos tajos gadijumos, kad skaitlim k ir
kads neparu dalitajs. Piemeram, 2'2 +1 = (24)% + 13 = (2% + 1)(2® — 2* + 1). Tadel Ferma skaitli var
biit pirmskaitli vienigi tad, ja kapinatajs pats ir divnieka pakape (k = 2VV), kam nav neviena neparu
reizinataja: 28 + 1 =22" +1. O

k| 2F+1 wF+ 1) || k| 2F+1 w2k +1)
1 2 1 9 513 =3%-19 2
2 5 1 10 [ 1025 =57-41 2
3 9 =32 1 11 ] 2049 =3-683 2
4 17 1 12 [ 4097 =17-241 2
5 33 =3-11 2 13 ] 8193 =3-2731 2
6 65 =5-13 2 14 | 16385 =5-29-113 3
7 120 =3-43 2 15 | 32769 =3%.11-331 3
8 257 1 16 | 65537 1

Apgalvojums B1: Pienemsim, ka p ir neparu pirmskaitis un kongruenc¢u vienadojumam 2k +1=
0 (mod p) eksiste atrisinajums; turklat k; ir mazakais Sads atrisinajums. Tad visi citi k, kas apmierina
So kongruenci ir izsakami forma k& = nky, kur n ir neparu skaitlis.
Pamatojums: Vertibam k = 1,2, ... aprekinam kongruen¢u klasi, kurai pieder 2¥ (mod p). Iespgjami
divi gadijumi:
« Kongruencu klase 1 paradas pirms kongruencu klases —1. Saja gadijuma 2* veidotais kongruencéu
cikls ir nosledzies bez —1 un tadel vienadojumam 2% +1 = 0 (mod p) neeksiste atrisinajums. (Tads
ir, piemeram, pirmskaitlis 7.)

« Kongruencu klase —1 paradas pirms kongruencu klases 1 pie k = k;. Saja gadijuma kongruencu
vienadojumam eksiste atrisinajums (un pec konstrukcijas mazakais ir tiesi k1, jo mes parbaudijam
visus pec kartas). Saja gadijuma

22k = (2k1)2 = (—1)? = 1 (mod p).

Tadel piereizinot kongruence 281 = —1 abas puses ar 22¥1 = 1, iegtisim, ka k = k; + 2k; arl
ir atrisinajums; un s$adi piereizinot m reizes, iegusim, ka ar1 k = k1l + 2mk; = k1(2m + 1) ir
atrisinajumi jebkuram m € N. (Sads, piemeéram ir pirmskaitlis p = 3, kam k; = 1 un p = 5, kam
k1 =2)

Citu atrisinajumu, iznemot k = kq(2m + 1) kongruenc¢u vienadojumam nav. Preteja gadijuma mes
iegtitu, ka divu dazadu atrisinajumu k; < k; starpiba a = k; — k; < 2k;. Izdalot 2% ar 2% jegiisim
attiecibu 2F =k = 29 = 1. Mums ir zinams, ka a > ki, jo virkné 2% (k =1,2,...) atlikums —1 paradijas
vispirms. Bet tad 2¢/2F = 297%1 = 1/(~1) = —1. Bet tad esam ieguvusi, ka kongruenéu vienadojumam
ir ar atrisinajums a — k1 < k1, kas ir pretruna ar to, ka k; ir mazakais pozitivais atrisinajums. [J

Apgalvojums B2: Pienemsim, ka p ir neparu pirmskaitis un kongruenc¢u vienadojumam 2 41 =
0 (mod p) eksisté atrisinajums; turklat k; ir mazakais $ads atrisinajums, tad 2% 4+ 1 # 0 (mod p?). T.i.
2k1 4 1 dalas ar p, bet ne ar p?.
Pamatojums: Apgalvojums nav patiess. Eksisté t.s. A.Viferiha pirmskaitli (Wieferich primes). Viens
no sadiem skaitliem ir p = 1093, kuram k; = 182. Sim skaitlim 25 + 1 dalas uzreiz ar p2. O

Apgalvojums B3 (Pakapes pacelSanas lemma): Ja z un y ir veseli skaitli (ne obligati pozitivi),
n ir neparu naturals skaitlis un p ir neparu pirmskaitlis tads, ka p |  + y, bet ne z ne y nedalas ar p,
tad

vp (2" +y") = vp(z + y) + vp(n),

kur ar v,(z) apzimeta augstaka p pakape, ar kuru tas ietilpst « sadalijuma pirmreizinatajos.
Pamatojums: ST apgalvojuma pieradijumu sk. []. O

Apgalvojums B4: Ja k > 3, tad 2¥ + 1 nevar biit pirmskaitla pakape, kas augstaka par pirmo.
Pamatojums: Ir speka vienadiba 23 4+ 1 = 32. Mums japamato, ka lielakam divnieka pakapem 2% 4 1
nevarés biit p”, kur n > 1. Japiebilst, ka pie n = 1, ir iespgjams, ka 2¥ +1 = p — tie ir Ferma pirmskaitli
no iepriekseja apgalvojuma.



Ja vispar eksisté tads k, kuram 2* + 1 dalas ar p, tad ar k; apziméjam mazako no tiem. Apzimejam
arl = 2" un y = 1. Katram neparu n iegiistam, ka

vp (2" +y") = vp(a +y) +vp(n),

t.i. pats mazakais neparu n, kuram (2¥1)" + 1 dalas ar p? biis tads, kur v(n) > 1. Mazakais tads n ir
n=np.

Esam ieguvusi, ka (251)? +1 > (2!)? = 2P ir mazakais skaitlis, kur$ varetu dalities ar p?. Aplukosim
divus gadijumus:

e Jap=3,tad 2? +1=p? (t.i. 8+ 1=09).

o Jap> 3, tad 27 > p? un tatad ar1 27 +1 > p®. Par to var parliecinaties, aprékinot no abam pusém
naturalo logaritmu:

pln(2) > 21n(2) jeb lné2) > ln;p)'

ln(ar)

Teverojam, ka funkcija f(x) = pienem vienadas vertibas pie = 2 un = 4 un ta dilst visiem

x > e. Parbaudam atvasinéjumu

Fa) = (111(:1:)), _ 1z -1 In(z) 1 fln(x).

T 2 2

Acimredzot 1 —In(x) < 0, ja x > e, t.i. funkcija dilst visiem z > e un tadel katram pirmskaitlim
p > 3 tas vertiba f(p) bus mazaka neka f(4) = f(2).

Varam secinat, ka vienigais skaitlis forma 2* 41, kas vienads ar neparu pirmskaitla pakapi ir 2541 =
9. Aplikojot vel lielakas pirmskaitlu pakapes mes atkal varam izmantot pakapes pacelSanas lemmu tiem
pasiem skaitliem z = 2k un y = 1. Meés iegiitu, ka mazakais neparu n, kuram (2%1)" 4 1 dalas ar p* biis
tads, kur v(n) > 2. Mazakais tads n ir n = p?>. Pamatosim, ka visiem neparu pirmskaitliem 2r” > 3.
Pie p = 3, acimredzot, 2° > 33 jeb 512 > 27. Arl lielakiem p izpildisies nevienadiba 2" > p3, jo to var
iegut no augsték pamatotas nevienadibas 2P > p?, to pareizinot ar citu nevienadibu: 20° P > p, kas ir
speka, jo p? — p > p, un péc katras piereizinasanas ar 2, pakape 2" 3pahehnas vismaz par 1.

Lidzigi varam spriest ar1 augstakam p pakapem Piemeram 2P° > p*, jo to var iegiit no 2P’ > 3,
piereizinot abas puses ar citu nevienadibu: o’ —p* > p, utt. Esam ieguvusi, ka skaitli forma 2% + 1 var
dalities ar patvaligi augstam nepara pirmskaitlu p pakapem, bet tie nekad nav vienadi ar Sim pirmskaitlu
pakapem, atskaitot gadijumu 23 + 1 = 32. [

Apgalvojums C: Ja k > 2, tad eksiste tads m, kam 2¥ < m < 2¥+1 — 1 kuram w(2™ + 1) >
w(2mt 4+ 1).
Pamatojums: Ja k = 2, tad var izveleties m =5, jo w(2® + 1) = w(33) = w(3-11) = 2.

Ja k > 2, pieradam no preteja. ledomasimies, ka w(m) veido stingri augosu apaksvirkni:

w (22’““ 4 1) <w (22”2 T 1) <. <w (22“1*1 T 1) .

Saja apaksvirkne ir 2F+1 — (2F + 1) =21 locekli. Ja pienemam, ka pirmais loceklis ir vismaz 2
(tas nevar but 1, jo ir speka Apgalvojums A un Apgalvojums B4 - t.i. pirmais loceklis nevar but nedz
pirmskaitlis, nedz pirmskaitla pakape), tad pedejais loceklis ir vismaz 2 + (2% — 2) = 2%, T.i. jegiistam,

ka w (22k+1’1 + 1) ir vismagz 2F.

No otras puses, mazakais naturalais skaitlis n, kuram w(n) > 2* ir pirmo 2* pirmskaitlu reizinajums:

n=2-3-5-7-11 ... po.

2k reizinataji

Pamatosim, ka n > 22", Reizinajuma, kas veido skaitli n, visi pirmskaitli, sakot ar 13 ir lielaki par
4. Savukart 2-3-5-7-11 > 45 = 1024. Tatad pirmo 2* pirmskaitlu reizinajums n bus lielaks par
22" = 42%7 jo abas puses ir tiesi 2% reizinataji, bet gan pirmie pieci pirmskaitli, gan arl katrs no
parejiem pirmskaitliem ir lielaks par attieciga skaita cetrinieku reizinajumu.

Esam ieguvusi pretrunu: w (22“1*1 + 1) nevar biit vismaz 2%. Tadel stingri augosa apaksvirkne

neeksiste. Un tadel eksistes tads m intervala [2% + 1,281 — 2] kam w(2™ + 1) > w(2™F +1). O



Visbeidzot varam konstruet bezgaligu virkni ng, kurai izpildas w(ng) < w(ng + 1) < w(ng + 2).
Katram k > 2 izvelamies tadu m € [2¥ 41,2+ —2] no Apgalvojuma C, kuram w(2™ +1) > w(2™*+1 +1).
Defingjam ny = 2™+ Saja gadijuma w(ng) = 1, w(ng + 1) = w(2™+ 4 1) (Sis skaitlis ir lielaks par
1 saskana ar Apgalvojumiem A un B4), bet w(ng +2) = 1 4+ w(2™ + 1) > w(2™T! + 1) (saskana ar m
izveli).

Mausu konstrueta virkne ny (k > 2) loti strauji aug, jo katra intervala starp skaitliem 22" un 227
mes izvelamies vienu elementu:

ng = 2472 =64, nsg =282 =1024 ny = 2153 = 524288, .. ..

2 2015. gada BW Olimpiade

Uzdevums 2.1 (Bw2015.16): Ar P(n) apzimejam lielako pirmskaitli, ar ko dalas n. Atrast
visus naturalos skaitlus n > 2, kam

P(n)+ |vn| =Pn+1)+ [vVn+1].

(Piezime: |z| apzime lielako veselo skaitli, kas neparsniedz x.)

Atrisinajums. Ta ka nav iespéjams, ka P(n) = P(n + 1), tad [v/n+1] > [y/n]. Tadel n + 1 ir
pilns kvadrats, ko apziméjam ar m?. Apliikkosim gadijumus:

o Ja m ir pirmskaitlis, tad n = m? — 1 = (m — 1)(m + 1). Saja gadijuma P(n + 1) = m un P(n)
ir jabut m + 1, lai izpilditos vienadiba. Tatad art m + 1 ir pirmskaitlis. Vieniga iespeja ir m = 2.
Tadn=3unn+1=4.

o Ja m nav pirmskaitlis, tad P(n + 1) = P(m?) = p; < m. A1l $aja gadijuma P(n) ir jabiit par 1
lielakam, t.i. P(n) = p1+1. Ja p; un p; +1 abi ir pirmskaitli, tad p1 = 2 un p; +1 = 3. Iegustam,
ka n + 1 = 22¢ = 4% (nepara pakapes nebiitu pilni kvadrati. Un tad sanak, ka neparu skaitlis n ir
trijnieka pakape.

Pakapes pacelSanas lemma: Ja x un y ir veseli skaitli (ne obligati pozitivi), n ir naturals skaitlis
un p ir neparu pirmskaitlis tads, ka p |  — y, bet ne x ne y nedalas ar p, tad

Vp (xk - yk) = vp(x —y) + vp(k),

kur ar v,(z) apzimeta augstaka p pakape, ar kuru tas ietilpst « sadalijuma pirmreizinatajos.
Pamatojums: St apgalvojuma pieradijumu sk. [[1]. O

levietojam x = 4, y = 1, p = 3. Tad augstaka 3 pakape, ar kuru dalas 4% — 1% ir v3(4 — 1) + v3(k) =
1+ v3(k). Atskaitot gadijumu k = 1, nevar gadities ta, ka 4% — 1 ir kada vesela trijnieka pakape 3". Tas
ir tadel, ka 1 + v3(k) < k (un vienadiba ir iespejama tikai kad k = 1). Tadel lielaka 3 pakape, ar kuru
var dalities 4% — 1 ir mazaka neka k-ta pakape. Bet tad 4¥ — 1 ir lielaks par $o trijnieka pakapi (un tas
nozimeé, ka 4F — 1 satur vel citus pirmreizinatajus ka 3).

Atbilde: Vienigais atrisinajums ir n = 3.

Uzdevums 2.2 (Bw2015.17): Atrast visus naturalos skaitlus n, kuriem n"~!'—1 dalas ar
22015 het nedalas ar 22016,

Atrisinajums: Ar vy(7) apzimésim lielako k, kuram x dalas ar 2¥. Pie 1° — 1 = 0 & funkcija
vo(z) nav defineta, jo 0 dalas ar jebkuru divnieka pakapi. Savukart, ja n > 2 ir paru skaitlis, tad
v(n™~ 1 —1) =0, jo neparu izteiksmes n"~! — 1 dalas tikai ar 2°.

Aplikosim n"~! — 1 vertibas, ja n = 3,5,7,9,.... Apkoposim §is vertibas tabula. Ieviesisim $adus
apzimejumus (tris jaunas virknes a,,, by, ¢, kuru locekli definéti visiem n > 1):

a, = wp(n"t-1)
bn = l/g(n — 1)
en = w(n+1)

Saja gadijuma visiem paru n ir speka a,, = b, = ¢,, = 0, bet neparu n > 1 virknu vertibas bus sadas:



n 319|719 (1113|1517 19|21 |23 |25 |27 (29| 31|33
an, 314(|416| 3| 4| 5| 8| 3| 4| 4| 6| 3| 4| 6|10
bn 11213 1 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1 )
Cn 2111311 2 1 4 1 2 1 3 1 2 1 5 1
20p+cp |45 |57 4] 5] 6| 9| 4] 5 5 T 4| 5 7111

Teverosim, ka tabula redzamajam vertibam a, = 2b,, + ¢, — 1. S1 sakariba izpildas visiem neparu n.
To var pamatot ar sekojosu apgalvojumu.

Apgalvojums (Pakapes pacelSanas lemma) Ja z un y ir divi neparu veseli skaitli un m ir paru
naturals skaitlis. Tada gadijuma:

va(a™ —y™) = ez —y) + va(x + y) + vo(m) — 1.

Pamatojums: ST apgalvojuma pieradijumu sk. [I]. O

levietojot z = n, y = 1, m = n — 1, iegusim sakaribu a,, = 2b,, + ¢, — 1. Noskaidrosim, kuriem n
bus speka a,, = 20157 Jebkuram neparu n, vai nu b,, vai nu ¢, ir vienads ar 1, jo no diviem pec kartas
sekojosiem paru skaitliem bus tiesi viens, kurs dalas ar 2, bet nedalas ar 4. Tadel iegustam divas iespejas:

e Jac, =1, tad 2b, +1 — 1 = 2015 jeb 2b,, = 2015, kas nav iespejams.
e Jab, =1, tad 2+ ¢, —1 = 2015 jeb ¢, = 2014.

Atbilde: Pec ¢, definicijas iegustam, ka n + 1 = 22°(2m — 1),m € N, jeb n = 22014 (2m — 1) — 1.
Sie ar1 ir visi bezgaligi daudzie atrisinajumi.

Uzdevums 2.3 (Bw2015.18): Dots n-tas pakapes polinoms f(z) = 2" + an,_12" ' +... +ag
ar pakapi n > 1, kuram ir n (ne obligati dazadas) veselas saknes. Pienemam, ka eksiste tadi
atskirigi pirmskaitli po, p1,...,pn—1, ka a; > 1 ir p; pilna pakape visiem ¢ = 0,...,n — 1. Atrast
visas iespejamas n vertibas.

Atrisinajums: n = 1,2,3,4. Atrisinajumu piemeéri:

f(z) =2 +2

f@)=(z+1)(z+2)=2>+3z+2
fx)=(z+1)*(x+5) =2>+T2>+ 11z +5

flz) =(z +1)%(x +11) = 2* + 112° + 2722 + 25z + 11

Kapec n > 4 neder, sk. https://artofproblemsolving.com/community/c6h1160800p55253264#.
Uzdevums 2.4 (Bw2015.19): Tris pa pariem atskirigi naturali skaitli a, b, ¢, kam ged(a, b, c) =
1 apmierina

a\(b—c)Q, b’(C—Q)2, C’(a_b)2'
Pieradit, ka neeksiste trijsturis ar malu garumiem a, b, ¢ (ja nogriezni savieno tris punktus uz
vienas taisnes, tie neveido trijsturi).

Atrisinajums: TBD
Uzdevums 2.5 (Bw2015.20): Katram naturalam n > 2, definejam A,, ka to naturalo skaitlu
m skaitu, kas apmierina sadu 1pasibu: attalums no n lidz tuvakajam m daudzkartnim ir vienads
ar attalumu no n3 lidz tuvakajam m daudzkartnim. Atrast visus naturalos n > 2, kam A,, ir
neparu. (Piezime: Attalums starp diviem veseliem skaitliem a un b ir definets ka |a — b|.)

Atrisinajums: Sk. https://artofproblemsolving.com/community/c6h1160803p5525347

3 2016. gada Atlases Sacensibas

Abstract

2016.gada BW komandu atlase notika 2 dienas; katru dienu piedavaja 10 uzdevumus.
No 2.dienas desmit uzdevumiem pieci bija par skaitlu teoriju; bez tam arl 1.diena viens
uzdevums bija par skaitlu teoriju (saistiba ar kombinatoriku).
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Uzdevums 3.1 (BwTst2016.Day1.6): Dots naturals skaitlis 7, kuram var atrast pirmskaitli,
kas ir mazaks neka y/n un kas nav n dalitajs. Virkne ai,ag,...,ay ir skaitli 1,2, ..., n sakartoti
kaut kada seciba. Sai virknei atradisim garako augoso apaksvirkni a;, < a;, < - < a4,
(i1 < -+ < ix) un garako dilstoso apaksvirkni aj, > --- > aj,, (j1 < --- < ji). Pieradit, ka
vismaz viena no sim divam apaksvirknem a;,,...,a; un aj;,...,a; satur skaitli, kas nav n
dalitajs.

Atrisinajums. Par monotonam apaksvirknem ir noderiga sekojosa teorema.

Erdesa-Sekeresa (Erdos—Szekeres) Teorema: Naturaliem skaitliem 7 un s, jebkura dazadu (realu)
skaitlu virkne, kura ir vismaz (r—1)(s—1) + 1 locekli, satur vai nu monotoni augoSu apaksvirkni garuma
r vai ar1 monotoni dilstosu apaksvirkni garuma s.

Pamatojums: Ja dota (r—1)(s—1)+1 dazadu skaitlu virkne, apzimejam katru tas locekli n; ar naturalu
skaitlu pariti (a;,b;), kur a; ir garums garakajai monotoni augoSajai apaksvirknei, kas beidzas ar n;, un
b; ir garums garakajai monotoni dilstoSajai apaksvirknei, kas beidzas ar n;. leverosim, ka jebkuri divi
skaitli Saja virkne iegiist atskirigus apzimejumus: Ja i < j un n; < nj, tad a; < a;; un, no otras puses, ja
i < junn; >nj, tad b; < b;. Bet ta ka ir tikai (r—1)(s—1) dazadi apziméejumi, ja a; pieder [1,7—1] un
b; pieder [1, s—1], tad pec Dirihle principa, atradisies vertiba i, kam a; vai b; iziet arpus Siem intervaliem.
Ja a; iziet arpus intervala, tad n; ir skaitlis monotoni augosa virkne ar garumu vismaz r. Ja b; iziet
arpus intervala, tad n; ir skaitlis monotoni dilstosa virkne ar garumu vismaz s.

Pienemsim no preteja: augosaja virkne a;,,...,a;, un dilstosaja virkne a;,,...,a;, visi locekli ir n
dalitaji. Abam sim virknem var but kopigs ne vairak ka viens elements; tatad kopa ir vismaz k +1 — 1
dazadi skaitli, kas ir n dalitaji. No otras puses, skaitlim n var but ne vairak ka |/n] — 1 dalitaji, kas
neparsniedz y/n (Seit meés izmantojam uzdevuma doto — ka eksiste pirmskaitlis mazaks neka y/n, kas nav
n dalitajs). Vel var but tikpat daudz dalitaju, kas parsniedz /n (Seit meés izmantojam to, ka uz katru n
dalitaju A < /n ir piekartojams cits n dalitajs B =n/A > \/n).

legustam, ka k+1—1 < 2(y/n—1) =2/n—2jb k+1 < 2y/n—1jeb k+1 < 2y/n. Vidgjais
aritmetiskais (k +1)/2 < y/n, tadel videjais geometriskais (kur$ neparsniedz videjo aritmetisko) bus
VEL< (k+1)/2 < /i jeb kl < n.

Apzmmejam r —1=kun s —1=1[. Tad (r —1)(s — 1) < n. Mums tatad ir skaitlu virkne garuma
vismaz (r — 1)(s — 1) + 1. Peéc Erdesa-Sekeresa teoremas, taja eksisté vai nu monotoni augosa virkne
garuma r = k41, vai monotoni dilstosa virkne garuma s = [+1. Ta ir pretruna, jo uzdevuma nosacijuma
bija apgalvots, ka a;, < a;, < --- < a;, ir garaka augosa un a;, > a;, > --- > a; ir garaka dilstosa
apaksvirkne, bet sanaca, ka eksiste vel garakas. Tadel piepemums, ka visi garako monotono virknu
locekli ir skaitla n dalitaji ir aplams, t.i. kads no o virknu locekliem nav n dalitajs. Bl

Uzdevums 3.2 (BwTst2016.Day2.6): Kada ir izteiksmes
LKD (n® +3,(n+1)* +3)

lielaka iespejama vertiba naturaliem n?

Atrisinajums. Meklejam lielako kopigo dalitaju ar Eiklida algoritmu. Sajos parveidojumos japrot
dalit polinomi ar atlikumu. (Viena mainiga polinomus var dalit, atrodot reizinataju, ar kuru piereizinot
dalitaju, iegustam izteiksmi, kuru atnemot no dalama, nolsinas vecakais saskaitamais.)

LKD (n*+3,(n+1)*> +3) =LKD (n” +3,n* + 2n +4) =

=LKD (n” +3,n*+2n+4— (n®+3)) =LKD (n* 4+ 3,2n+ 1) =

=LKD (2n* +6,2n+1) = (6)
=LKD (2n® +6 —n(2n+1),2n+1) = LKD (—n+6,2n+ 1) =

=LKD (n—6,2n+1) = (7)
=LKD (n —6,2n + 1 —2(n — 6)) = LKD (n — 6, 13)

Izteiksme (E) pirmais LKD(...) arguments tika pareizinats ar 2 (lielakais kopigais dalitajs no ta
nemainijas, jo otrs arguments joprojam ir neparu skaitlis, kas ar 2 nedalas). Lidzigi izteiksme (]1)
pirmajam argumentam zime tika nomainita uz pretejo. Abas manipulacijas neiespaido rezultatu, bet
atvieglo polinomu daliSanu.
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Esam ieguvusi, ka abu izteiksmju lielakais kopigais dalitajs vienads ar LKD(n — 6, 13), t.i. tas nevar
parsniegt skaitli 13. Skaitli 13 var sasniegt, ja izvelas, piemeram, n = 6. Saja gadijuma

LKD (n* + 3, (n + 1)? + 3) = LKD(36 + 3,49 + 3) = LKD(39, 52) = 13

Atbilde. Lielaka iespejama LKD (n? + 3, (n + 1) 4 3) vertiba ir 13.
Uzdevums 3.3 (BwTst2016.Day2.7): Vai var atrast piecus tadus pirmskaitlus p, ¢, 7, s, t, ka
PP+ s =137
Atrisinajums. Pamatosim, ka viens no pirmskaitliem, piemeram, p ir 2. No preteja: Ja visi 5
pirmskaitli butu neparu, tad mes iegiitu, ka 4 neparu skaitlu summa ir neparu skaitlis. Pretruna.

Aplukosim atlikumus, kadus veido veselu skaitlu kubi, dalot ar 7. Parlasot visas 7 kongruencu klases
(t.i. skaitlus a, kas dod visus iespejamos atlikumus 0, 1,2, 3,4, 5,6, tos dalot ar 7), iegustam, ka

a®=1(mod 7), jaa=1vaia=2vaia=4(mod?7)
a®=6(mod 7), jaa=3vaia=5vaia=6(mod?7)
a® =0 (mod 7), jaa=0 (mod 7)

Ta ka viens no kreisas puses saskaitamajiem ir 23 (atlikums 1, dalot ar 7), tad ir tikai nedaudzi veidi,
ka tam pieskaitot vel 3 kongruencu klases, izveloties no 0, 1, 6 péec (mod 7) varam iegut summu 0, 1 vai
6, kas varetu atbilst kada vesela skaitla kubam:

1+4(0+0+0) = 1(mod?7)
1+(0+0+6) = 0 (mod7)
1+(0+1+6) = 1(mod7)
1+(0+6+6) = 6 (mod7)
1+4(146+6) = 0(mod7)

Faktiski, 1 + (1 + 6 4+ 6) = 0 nav iespejams panakt, jo tad sanaktu, ka saskaitot ¢etru pirmskaitlu
kubus, var iegit 7. Bet, pat izveloties pasus lielakos pirmskaitlus, kuru kubi dotu attiecigi atlikumus
1, 6 un 6, mes dabutu 23 4 (3% + 5% + 5%) = 285 < 343 = 73. Tadel ekvivalences kreisaja pusé noteikti
viens no cetriem saskaitamajiem ir kongruencu klase 0, kuru dod vienigi pirmskaitlis, kas vienads ar 7
(jebkurs cits skaitlis, kur§ dalas ar 7 nav pirmskaitlis). Apzimejumus izvelamies ta, lai ¢ = 7.

Esam ieguvusi vienadojumu 23+ 73 +73 4+ s3 = ¢3. Talak aplukojam kongruenc¢u klases pec (mod 13).
Kongruencu klases no 0 Iidz 12, ja tas kapina kuba, dod sadus 13 rezultatus:

{0,1,8,1,12,8,8,5,5,1,12,5,12}.

Nemot vera to, ka divi no pirmskaitliem kreisaja pusé ir 2 un 7, un 22 = 8 (mod 13), bet 73 = 5 (mod 13),
tad $o abu kongruenc¢u klagu summa ir 0. Piemeklet 73, s* un ¢* starp kongruenéu klasem {0, 1,5, 8,12}
ta, lai 23 + 73 4+ 73 + s un 3 piederétu tai paSai klasei (mod 13) var tikai divos veidos, ja nenem vera
abu iekavas esoSo saskaitamo secibu: 8 +5 + (1 +12) = 0 vai ar1 8 + 5 + (5 + 8) = 0. Jebkura gadijjuma
sanak, ka t3 un ar1 ¢ ir kongruents 0 jeb dalas ar 13. Tadel t = 13, jo tas ir vienigais pirmskaitlis, kurs
dalas ar 13.

legiistam, ka jarisina vienadojums 23 + 73 + 73 + s3 = 133. Turklat, kongruences péc (mod 7)
parada, ka vieniga iespeja ir 1+ 0+ 6+ 6 = 6 (mod 7), jo 133 labaja puse ir kongruents skaitlim 6. Bet
Saja situacija r3 un s3 atrast vairs nav iespejams, jo vienigais pirmskaitlis, kur§ neparsniedz 13 un dod
atlikumu 6, dalot ar 7 ir skaitlis 13. Bet, acimredzot, 23 4+ 73 + 133 4+ 133 £ 133. Iegtita pretruna. Tadel
pirmskaitli p, g, 7, s, t, kas apmierinatu uzdevuma vienadibu, neeksiste. W

Uzdevums 3.4 (BwTst2016.Day2.8): Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu sistemu:

a® = abc+ 2a+ 2¢
¥ = abc—c
3 = abc—a+b

Atrisinajums: TBD
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Uzdevums 3.5 (BwTst2016.Day2.9): Pieradit, ka vienadojumam
22015 | 2015 _ 2016

ir bezgaligi daudz atrisinajumu, kur z, y un z ir dazadi naturali skaitli.

Atrisinajums. Ja kapinatajs 2015 skiet parak liels, varam sakt ar vienadojumu z? + y? = 23. Var
uzminet dazus atrisinajumus (tiesa, ar sakritosam saknem): (x,y, z) = (10,5,5) un (x,y, z) = (30, 10, 10).
Varam noskaidrot, ka generet arvien jaunas saknes z: 5 =22 412, 10 = 32 + 12, 13 = 32 + 22
Atgriezamies pie sakotneja vienadojuma...

Izvelamies divus naturalus skaitlus @ > b > 1. Apzimgjam N = a?°15 + p2915. Tad (z,y,2) =
(aN,bN, N) ir vienadojuma atrisinajums. Parbaude:

(aN)2015 4 (pN)2015 — (2015 2015 4 2015 \r2015 _
_ (a2015 +b2015) N2015 _

—N. N2015 —_ N2016.

Ta ka skaitlus a un b var izveleties bezgaligi daudzos veidos un art izteiksmei N var but bezgaligi
daudz vertibu, tad vienadojumam ir bezgaligi daudz atrisinajumu. B

Uzdevums 3.6 (BwTst2016.Day2.10): Kadiem naturalu skaitlu pariem (a,b) izteiksmes
(a® + 21a"b* + 35a°b" + T0°) (b° + 21b%a® + 356%a” + 7a®)
vertiba ir pirmskaitla pakape?

Atrisinajums: Lai divu izteiksmju reizinajums butu pirmskaitla pakape, izteiksmju vertibam vai
nu jabut sava starpa vienadam, vai ar1 lielako dalot ar mazako, jasanak pirmskaitla pakapei. Parveidosim
abu iekavu daljjumu (ieverosim, ka abas iekavas ir homogeni polinomi ar pakapi 6; tapec, lai atbrivotos
no viena mainiga, dalisim skaititaju un sauceju ar b%):

a® +21a*b? + 35a%b* + 765 6 42144 43562+ 7 f(1)

b0 + 21b%a2 + 35b2a% + 7ab 1+ 2142 + 354 + 716 g(t)’
Saja izteiksme apziméjam t = a/bun f(t), g(t) ir abi sestas pakapes polinomi augiminétas dalas skaititaja
un sauceja. Ta ka a,b ir naturali, tad ¢ > 0. Pienemsim, ka a < b (preteja gadijuma apmainam mainigo
apzimejumus vietam).
Tespejami divi gadijumi:
(1) Ja a = b, tad abas iekavas skaitlis vienads ar 64a®. Izveloties a = b = 1,2,4,... (jebkuru divnieka
pakapi sakot ar nullto), iegiisim ka abu iekavu reizinajums ir (64a%)?, t.i. ar1 ir divnieka pakape.
(2) Ja a # b, tad varam vispirms meklet atrisinajumu forma 0 < a < b (katram naturalu skaitlu parim
(a,b), kas ir atrisinajums, arl apgrieztais paris (b,a) deres ka atrisinajums). Turpmak aplukosim
visas racionalas vertibas t = a/b € (0, 1) (neieskaitot galapunktus).
Zimejam grafiku funkcijai f(¢)/g(t) = (% + 21t* + 35¢2 + 7)/(1 + 21t% + 35t + 7t%), kas ir divu
polinomu dalijums, nogrieznt (0, 1):

N

/AN

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Apgalvojums A: Attieciba f(t)/g(t) sasniedz vertibu 7 tikai galapunkta ¢ = 0, un vertibu 1 tikai
galapunkta ¢ = 1. Visos citos (0, 1) punktos grafiks atrodas starp 7 un 1.
Pamatojums: Ja sauceju g(t) pareizinatu ar 7, tad iegiitu 49¢5 + 245¢* + 147t% 4+ 7, kam visi koeficienti
ir vismaz tikpat lieli cik f(t), tadel pie ¢t > 0, attieciba nevar but lielaka par 7. No otras puses, visiem
t < 1irspeka 1 > t% un t2 > t*, tapec:

f(t) — g(t) = (15 + 21¢* + 3562 + 7) — (1 4 212 4 35t* + 7t5) = 6(1 — t5) + 14(t> — t*) > 0.

0.
Apgalvojums B (Racionalo saknu teorema): Ja polinomam ar veseliem koeficientiem

P(x) = ant™ +an_1t" ' 4. Fait' +ao

ir racionala sakne t = a/b, kur a,b € Z, tad jaunakais koeficients ag dalas ar a, bet vecakais koeficients
a, dalas ar b.
Pamatojums: Sk. [4]. O

Ta ka valeja intervala (1,7) ir tikai Cetras pirmskaitlu pakapes: 2,3,4 = 22,5, tad mums japarbauda,
val attieciba f(t)/g(t) var but vienada ar kadu no §im pakapeém racionalam skaitlim ¢ = a/b € (0,1).
T.i. jauzzina vai kads no éetriem zalajiem punktiem f(¢)/g(t) grafika ir ar racionalu ¢ koordinati? (Mes
neesam pamatojusi, ka attieciba f(t)/g(t) monotoni dilst intervala (0,1), t.i. potencialo atrisinajumu
varetu but pat vairak neka cetri.)

f(t) —2g(t) =(t° + 21¢* + 35¢% + 7) — 2(7t° + 35¢* + 21t% + 1) =
=135 —49t* —Tt* +5=0

f(t) = 3g(t) =(t° + 21¢* 4 35¢2 + 7) — 3(7t° + 35" +21#* + 1) =
=20t —84t* —28t° +4=0

f(t) —4g(t) =(t° + 21¢* + 35¢% + 7) — 4(7t% + 35¢* + 2142 + 1) =
=27t —119t* — 492 +3=0

f(t) = 5g(t) =(t + 21¢* + 35¢% +7) — 5(7t° + 35¢* + 2112 +1) =
= — 3415 — 154¢* — 701> +2 =0

Aplukosim gadijumus atkariba no ta, kada ir f(t)/g(t) attieciba k jeb, ka atrisinat vienadojumu

f@)—k-g(t) =0, kur k = 2,3,4,5. Ka redzams no f(t) —k-g(t) izteiksmem, tas visas monotoni dilst, ja
t pieaug intervala (0, 1), tadel katram no Cetriem vienadojumiem var but tikai viena sakne $aja intervala.

e k=2.Jat=a/bir vienadojuma —13t® — 49¢* — 7t? + 5 = 0 sakne, tad 5 dalas ar a un 13 dalas
ar b (Apgalvojums B). Intervala (0,1) iespejami divi skaitli: 1/13 un 5/13 ar minéto Ipasibu.

e k=3.Jat=a/bir vienadojuma —20t5 — 84t* — 28t% + 4 = ( sakne, tad 4 dalas ar a un 20 dalas
ar b. Intervala (0, 1) iespejami sadi skaitli a/b ar mineto 1pasibu: 1/2, 1/4, 1/5, 2/5, 4/5, 1/10,
1/20.

e k=4.Jat=a/bir vienadojuma —27t5 — 119t* — 49¢> + 3 = 0 sakne, tad 3 dalas ar a un 27 dalas
ar b. Intervala (0,1) iespejami Sadi skaitli a/b ar minéto 1pasibu: 1/3, 1/9, 1/27.

e k=5.Jat=a/bir vienadojuma —34t5 — 154t — 70t? + 2 = 0 sakne, tad 2 dalas ar @ un 34 dalas
ar b. Intervala (0,1) iespejami Sadi skaitli a/b ar minéto 1pasibu: 1/2, 1/17, 2/17, 1/34.

Ievietojot 2+ 7+ 344 = 16 skaitlus attiecigajos vienadojumos, parliecinamies, ka neviena racionala
sakne neder. Tadejadi esam uzzinajusi, ka a = b (abi ir vienadas divnieka pakapes) ir vieniga iespeja,
kad abu uzdevuma doto izteiksmju reizinajums ir pirmskaitla pakape. l

4 2016. gada BW Olimpiade

Uzdevums 4.1 (Bw2016.1): Atrast visus pirmskaitlu parus (p, ¢), kuriem
P’—¢ = (p+a)?*
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Atrisinajums: Lai saprastu, kadas var biit starpibas p® — ¢°, izrakstisim tas dazadiem pirmskaitlu
pariem, aplukojot pirmas astonas pirmskaitla p vertibas no 2 Iidz 19; un katrai no tam — pirmskaitla ¢
vertibas, kam starpiba p® — ¢° sanak pozitiva. Meklesim, kuras no $im starpibam ir pilni kvadrati, vai
pat apmierina sakaribu (p + ¢)?. Pirmskaitla p vertiba mainisies pa tabulas kolonnam, pirmskaitla ¢
vertiba — pa rindinam.

[ p=[2[3] 5] 7] 11] 1] 17] 19|
g=21=T1-=17937]311 1299 [ 2165 | 4881 | 6827
¢g=31 =] =1 = 1100 1088 [ 1954 | 4670 | 6616
g=51-1=-1-=-1 = — — | 1788 | 3734

Vienigais skaitlis $aja tabula, kur$ ir pilns kvadrats ir 73 — 3% = 343 — 243 = 100. Tas ar1 vienads ar
(7 + 3)2. Pamatosim, ka vienadojumam citu atrisinajumu nav.

Nemot vera, ka p un ¢ ir pirmskaitli, aplikosim kongruencu klases pec kada pirmskaitla r modula.
Lai kadu pirmskaitli mes izveletos, bus tikai galigs skaits potencialo atrisinajumu, kuriem p vai g ir
kongruenti ar 0 pec attieciga pirmskaitla modula (jo vienigais pirmskaitlis, kurs dalas ar r bez atlikuma,
ir vin§ pats).

Izveloties r = 2, pretruna nesanak, jo abi p un ¢ var but neparu skaitli un tad vienadojuma abas
puses ir paru skaitli.

Izvelesimies r = 3 un aprakstisim visus 3 - 3 = 9 gadijumus, ka p un ¢ pieder kongruencu klasem 0,
1 un 2. Visas kongruences $aja tabula ir (mod 3):

| a [P | @ [w+te? [ rP—"=0p+9?]
=0 =0 =0|=0 =0 true
=0 | = =0 =1 =1 false
=0|=2|=0|=2 =1 true
=1 0O|l=1]=0 =1 true
=1| =1 =1|=1 =1 false
=1 |=21=1]|=2 =0 false
=2 | = =2|=0 =1 false
=2 | = =2 =1 =0 false
=2 | = =2 | =2 =1 false

Vienigie (p,q) kongruencu klasu pari (mod 3), kuriem vienadojuma kreisa un laba puse pieder tai
pasai kongruencu klasei ir sekojosi: (0,0), (0,2), (1,0). Tas nozime, ka vai nu p vai ¢, vai tie abi ir
vienadi ar pirmskaitli 3. Viegli redzet, ka p vispar nevar biit vienads ar 3, jo atpemot no ta jebkura
pirmskaitla piekto pakapi, rezultats ir negativs.

Tadel vieniga iespeja, kas paliek: ¢ = 3. Pamatosim, ka p nevar but lielaks par 7. Ta ka piep =7
izpildas vienadiba p® —3° = (p+3)?, tad aplikojam, par kadu skaitli palielinas abas puses $aja vienadiba,
ja p aizstaj ar p + 1. Iegustam, ka kreisas un labas puses izmainas ir atskirigas:

(p+1°=3)—(° =3)=(p+1)° —p° =3p" +3p+1
(p+1)+3)2—(p+3)?2=@*+8p+16) — (P> +6p+9)=2p+7
(8)
Ja p > 7, tad acimredzot 3p? + 3p + 1 ir lielaks pieaugums neka 2p + 7, jo 3p > 2p un 3p? +1 > 7.
Tadel nevienai vertibai p > 7 nevar bit p> — 3° = (p + 3)2, jo 81 vienadojuma kreisa puse aug straujak
neka laba.
Atbilde: Vienigais vienadojuma atrisinajums ir (p,q) = (7, 3).

Uzdevums 4.2 (Bw2016.2): Pieradit vai atspekot sekojosus apgalvojumus.

(a) Visiem k > 2, jebkura k pec kartas sekojosu naturalu skaitlu virkne satur skaitli, kas nedalas
ne ar vienu pirmskaitli, kas ir mazaks par k.

(b) Visiem k > 2, jebkura k pec kartas sekojosu naturalu skaitlu virkne satur skaitli, kas ir
savstarpejs pirmskaitlis ar visiem parejiem sis virknes locekliem.

Atrisinajums. Ja jebkura k pec kartas sekojosu naturalu skaitlu virkne saturetu skaitli z €
{a,...,a+ (k — 1)}, kas nedalas ar pirmskaitliem mazakiem par k, tad Sis skaitlis  butu savstarpejs
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pirmskaitlis ar jebkuru citu skaitli starp @ un a+ (k — 1), jo mazakais skaitla x dalitajs, kas atskirigs no 1
butu lielaks vai vienads ar k, t.i. tas parsniegtu attalumu no x lidz nogriezna [a, a+ (k—1)] galapunktiem
(un ar1 visiem punktiem, kuri ir starp tiem). Tatad no pirma apgalvojuma seko otrais.

Tomer abi Sie apgalvojumi ir aplami, jo ir iespejams atrast k = 17 pec kartas sekojosus naturalus
skaitlus no N Iidz N + 16, no kuriem ikviens dalas ar kadu pirmskaitli no 2 Iidz 13. Un ar1 ikvienam no
Siem 17 skaitliem ir kads kopigs dalitajs (lielaks par 1) ar kadu citu skaitli no $is virknes. Konstrukeiju
veicam, atzimejot atseviskas rindas ar bumbuliSiem skaitlus, kuri dalas attiecigi ar 2, 3, 5, 7, 11 un 13.
Bumbulisu rindas "sakumfazes” nesakrit (nav tadas kolonnas, kura bumbulisi ir katra rinda) - jo citadi
nakamaja kolonna nebutu neviena bumbulisa ($ads skaitlis nedalitos ne ar vienu pirmskaitli no 2 lidz 13).
Tai vieta "sakumfazes” ir nobiditas ta, lai vismaz viens bumbulitis atrastos katra kolonna; un vienlaikus
- katra rinda butu vismaz divi bumbulisi, t.i. butu redzami skaitli, kuri nav savstarpeji pirmskaitli, jo
tiem ir kopigs dalitajs, kas lielaks par 1.

N~ \;*'\’b
2| | || |o |®o| |® |o | |®
3ol | |e Lo Lo e| | |e
5 e, | | | ' | | | ' | | | |®
7| e | | el | | e

11 ol | | |l le
1B el | | | le

Vel janoskaidro jautajums, vai N var atrast ta, lai rastos visi zimejuma redzamie atlikumi ar pirm-
skaitliem no 2 Iidz 13 jeb mums vajadzigas "sakumfazes”. Citiem vardiem, vai eksiste tads naturals NV,
kam vienlaicigi izpildas 6 kongruences:

222=2=2%=

O OO OO

Ta ka moduli ir pec skaitliem 2,3,5,7,11,13 (t.i. pec skaitliem, kam nav kopigu dalitaju), visas
sesas kongruences nevar nonakt savstarpeja pretruna; vienmer eksiste atrisinajums (Kmiesu atlikumu
teorema). Pirma, otra, ceturta un sesta kongruence izpildas, ja vien N = 2-3-7-13- k kadam naturalam
k. Izveloties k = 4, izpildas ar1 atlikusas divas kongruences. Tatad N = 2184 un 17 pec kartas sekojosie
skaitli ir sadi:

{2184, 2185, 2186, . . ., 2198, 2199, 2200}.

Uzdevums 4.3 (Bw2016.3): Kuriem naturaliem n = 1,...,6 vienadojumam
a»+b"=c"+n

eksiste atrisinajums veselos skaitlos?
Atrisinajums.
o Jan =1, tad eksiste atrisinajums veselos skaitlos, piemeram, (a,b,c) = (0,0, —1) un 040 = —1+1.
Ir, protams, arl daudzi citi atrisinajumi, kur divu skaitlu summa ir par 1 lielaka neka tresais skaitlis.
o Jan =2, tad pietiek apliikot nenegativus a, b, ¢, jo (—a)? = a®. Der, piemeéram, (a,b,c) = (1, 1,0),
jo 12412 = 0+ 2. Ir ari vairaki citi atrisinajumi, pieméram, 32+ 32 = 42 +2 un 52 + 112 = 122 +2,
e Jan = 3, tad var uzminet dazus atrisinajumus. Piemeram, (a,b,c) = (1,1,—1), jo 13 + 13 =
(=1)3+3. Un ari (a,b,c) = (4,4,5), jo 43 + 43 = 5% 4 3. Pedejo var parkombinet ar citam zimem:
(a,b,c) = (=5,4,—4), jo (—5)3 + 43 = (—4)3 + 3.
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o Jan =4, tad aplikojam vienadibu a* +b* = ¢* 44 pec 8 modula. Kapinot ceturtaja pakape visas
kongruencu klases (0, 1,...,7), iegusim, ka vesela skaitla ceturta pakape a* var dot atlikumu 0 vai
1, dalot ar 8. Tatad labaja puse c* + 4 dos atlikumu 4 vai 5, dalot ar 8. Nevienu no $iem diviem
atlikumiem nav iespejams iegiit, saskaitot skaitlus a* + b* no kongruenéu klasem 0 un 1 (varam
aplitkot visus 4 iespejamos parus). Tatad a* 4 b* # ¢* + 4 jebkadiem veseliem a, b, c.

o Ja n =5, tad aplikojam vienadibu a® + b%> = ¢® 4+ 5 péc 11 modula. Kapinot piektaja pakape
visas kongruencu klases (0,1,...,10), ieglisim, ka vesela skaitla piekta pakape a® var dot kadu no
atlikumiem 0,1, 10, dalot ar 11. Tatad labaja puse ¢® + 5 dos atlikumu 4, 5 vai 6, dalot ar 11.
Nevienu no Siem trim atlikumiem nav iespejams iegut, saskaitot skaitlus a® + b° no kongruenéu
klasem 0, 1,10 (varam apliikot visus 9 iespejamos parus). Tatad a®+b® # c®+5 jebkadiem veseliem
a,b,c.

« Ja n = 6, tad apliikkojam vienadibu a® 4+ % = ¢ + 6 pec 13 modula. Kapinot sestaja pakape
visas kongruencu klases (0,1,...,12), iegusim, ka vesela skaitla sesta pakape a8 var dot kadu no
atlikumiem 0,1,12, dalot ar 13. Tatad labaja puse ¢ + 6 dos atlikumu 5, 6 vai 7, dalot ar 13.
Nevienu no Siem trim atlikumiem nav iespejams iegit, saskaitot skaitlus a® + b° no kongruencu
klasem 0, 1,10 (varam apliikot visus 9 iespejamos parus). Tatad a%+b® # c®+6 jebkadiem veseliem
a,b,c.

Pie n = 1,2,3 vienadojumam eksiste atrisinajumi (pie n = 1,2 tie ir pat diezgan daudzi). Savukart

pie n =4, 5,6 vienadojumam atrisinajuma veselos skaitlos nav.

Piezime: Ka var uzzinat, ka skaitlu piektas pakapes ir interesanti aplukot pec 11 modula, bet sestas

pakapes pec 13 modula? Atbilde ir - maza Ferma teorema. Ka zinams, ja p ir pirmskaitlis un a nedalas
ar p, tad a?~! = 1 (mod p). Tadel, jebkuru skaitli (iznemot tos, kuri dalas ar 11) kapinot 10 pakape,
ieglisim atlikumu 1, dalot ar 11. Kapinot divreiz mazaka pakapég, t.i. a°, ieglisim nedaudz vairak iespé&ju:
jo $aja gadijuma mums der ari a® = 10 = —1, jo arl tad a'0 = (a®)? = (-1)? = 1.
Lidzigi var izspriest arl par a® pec 13 modula. Maza Ferma teorema mums pasaka, kadi moduli var
but interesanti. Pec tam jau varam parlasit dazadus gadijumus un iegut pretrunu, ja nu izradas, ka
vienadojuma abas puses dod dazadus atlikumus dalot ar to pasu skaitli (attiecigi 11 un 13). Ta ir
pretruna, kas pamato, ka vienadojumam atrisinajuma nav.

Uzdevums 4.4 (Bw2016.4): Dots naturals skaitlis n un tadi veseli skaitli a, b, ¢, d, ka gan
a+b+c+d, gan a® + b> + ¢ + d? dalas ar n. Pieradit, ka ar1 a* + b* + ¢* + d* + 4abed dalas
ar n.

Atrisinajums: No abam izteiksmem, kuras dalas ar n, ar saskaitisanu, atnemsanu un reizinasanu
centisimies iegut pedejo izteiksmi, lai pamatotu, ka ari ta dalas ar n. Kapinot un savstarpeji reizinot
skaitlu a,b, c,d summu un kvadratu summu, ieverojam, ka rezultats ir biezi izsakams ar mainigo burtu
a, b, c,d simetriskiem polinomiem. Par simetriskiem polinomiem uzskatisim tos, kuru vertiba nemainas,
ja burtu apzimejumus a, b, ¢, d kaut kada veida samaina vietam. Ieviesisim apzimejumus sekojosiem 5
simetriskiem polinomiem:

— (14 + b4 +C4 +d4

= a’b+aPc+aPd+bPa+ e+ bid+ a+ b+ Bd + da+ dPb+ dic

= a®b? + a®c® + a’d® + b2 + b?d? + Ad?

= a?be+ a?bd + a®cd + b2ac + b2ad + b2ed + c*ab + c2ad + ¢2bd + d?ab + dac + d?be
= abcd

e 8 8 <

Ar jaunajiem apzimejumiem v,w,x,y,z varam izteikt dazas izteiksmes, kuras iegutas no a,b,c,d
summas un kvadratu summas — un kuras tatad art dalas ar n:

(a+b+c+d)?
(a+b+c+d)?(a®+b*+ 2+ d?)
(a®> +0* + 2+ d%)?

+4w +6x +12y 424z
+2w +2r 2y
42z

Sl e <

0
0
0
0

+4z

Augsejas tris vienadibas var pamatot "ar rupju speku” — ievietojot v, w, z,y, z izteiksmes un atverot
iekavas. Bet var pamatot arT atrak; piemeram fakts, ka (a+b+c+d)* atverot iekavas pie saskaitama a>b
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(un jebkura cita saskaitama, kur kubs reizinats ar pirmo pakapi) bus koeficients 4 izriet no kombinatoriska
apsveruma: Ir ¢etras vienadas iekavas; tas iekavas, no kuram nemt burtu b, var izveleties 4 dazados veidos.
Tadel koeficients ir 4, un varam rakstit "4w” misu izteiksme. Lidzigi pamatojam, ka jaraksta ar1 "6x”,
"12y” un "242”. Ir speka ”polinomiala koeficienta formula’: koeficients pie a®b ir %; koeficients pie
a’b? ir 2%, utml.

Zem svitras rakstita kongruence pagaidam nav pamatota (ta mums ir japierada). Bet ta ir Seit
pierakstita klat ka pienemums. Meginasim izsecinat, kadu kongruenci tagad varam izsecinat no visam
Cetram rindinam (trim dotajam kongruencem un viena pienemuma). Tad mums bus skaidrs, kas mums
biutu vel japamato, lai iegitu pieradamo apgalvojumu.

Izslegsim no kongruencu sistemas mainigo v un péc tam arl mainigo w. To daram tadel, ka ar
augstiem kapinatajiem uzrakstitas izteiksmes (a* vai a®b) varetu but grutak dalit reizinatajos. Mes to
nepamatojam, bet gan izmantojam ka intuiciju, lai saprastu, kada virziena taisit algebriskos parveido-
jumus. Lai izslegtu v, no 1.,2.,3. kongruencem atnemsim 4. kongruenci (to, kura ir zem svitras). Pec
atnemsanas paliks pari tris kongruences, kuras vairs nav burta v:

dw +6x +12y +20z = 0 (mod n)
2w +2x 42y -4z = 0 (mod n)
2z —4z = 0 (mod n)

Lai izslegtu burtu w, pareizinasim videjo kongruenci ar 2 un atpemsim to no augsejas. Paliks divas
kongruences, kuras vairs nav burta w:

0 (mod n)

+2x +8y 428z
0 (mod n)

2x —4z

Visbeidzot izslegsim burtu x, atnemot otro kongruenci no pirmas:

8y + 32z = 0 (mod n).

S1 pedeja kongruence mums butu japamato. Tad ir ceriba, to sakombingjot ar trim jau pieraditajam
kongruencem, iegut v +4z = 0 (mod n), kuru mums $int uzdevuma vajag. Parrakstam y un z, ievietojot
burtus a, b, ¢, d un aizstajot 32z = 32abcd ar 8abed + 8abed + 8abed + 8abed:

8a?bc + 8abd + 8a’cd + 8b*ac + 8b*ad + 8b*cd+-
+8c2ab + 8c?ad + 8c*bd + 8d*ab + 8d*ac + 8d*be+
+8abcd + 8abed + 8abed + 8abed =
=8(a*bc + a®bd + a*cd + abed) + 8(b*ac + b*ad + b*ed + abed)+
+8(c?ab + c*ad + ¢*bd + abed) + 8(d*ab + d*ac + d*be + abed) =
=8a(abc + abd + acd + bed) + 8b(bac + bad + bed + acd)+
+8¢(cab + cad + cbd + abd) + 8d(dab + dac 4 dbc + abe) =
=(8a + 8b + 8¢ + 8d)(abc + abd + acd + bed).

Pedeja izteiksme dalas ar a+b+c+d, tatad ta dalas ar n. Esam pamatojusi, ka 8y+32z = 0 (mod n).
Visbeidzot kombinesim So sakaribu ar trim sakotnejam kongruencem, lai parliecinatos, ka var iegut ari,
ka v 4+ 4z dalas ar n.

Rakstam jaunu kongruencu sistemu (Soreiz taja nebus zemsvitras pienemumu):

v +4w +6x +12y 424z
v +2w +2x  H2y
v +2x

=
5]
a.
2

8y +32z

Reizinot visas kongruences ar skaitliem, kas noraditi labaja puse aiz svitras un saskaitot tas kopa,
iegusim:

—2v — 8z =0 (mod n) jeb 2v+ 8z =0 (mod n).

Iespejami divi gadijumi.
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e Ja n ir neparu skaitlis, tad kongruenci var izdalit ar 2 un no §1 uzreiz seko, ka ar1 v + 4z =
(a* +b* + c* + d*) + 4abed dalas ar n.

o Ja n ir paru skaitlis, tad ¢etru kongruencu sistému var parrakstit ka kongruences (mod 2n). Tas
ir tapec, ka visas izteiksmes (a+b+c+d)%, (a+b+c+d)?(a® +b% + 2 +d?) un (a® +b%+ 2 +d?)?
dalas ne vien ar n, bet ar1 ar n? (tatad ari ar 2n, ja n ir paru). Un arl 8y + 32z dalas ar 2n, jo
var pamatot, ka 4y 4+ 16z dalas ar n (atkartojot lidzigu spriedumu ar garas izteiksmes dalisanu
reizinatajos). Tatad, varam pamatot, ka 2v + 8z dalas ar 2n un tadel v + 4z dalas ar n.

Uzdevums 4.5 (Bw2016.5): Dots pirmskaitlis p > 3, kuram p = 3 (mod 4). Dotam naturalam

skaitlim ag virkni ag, a1, . .. define ka a,, = ain_l visiemn = 1, 2,.... Pieradit, ka ag var izveleties
ta, ka apaksvirkne ay,an1,an+2, ... nav konstanta pec modula p nevienam naturalam N.

Atrisinajums: Ievietojot rekurentajas izteiksmes, izteiksim visus virknes a,, loceklus ar ag. Ir speka
sekojosas vienadibas:

21+2

21+2_23 _ ( 21+2+3
= (ao)

an _ (a0)21+2+“.+n

Apgalvojums A (Maza Ferma teorema): Katram pirmskaitlim p un katram a, kas nedalas ar
$o pirmskaitli, ir speka sakariba a?~! =1 (mod p).
Pamatojums: Teoremas pieradijjumu sk. [3]. O

No §is teoremas izriet, ka a, vertibas pec modula var noteikt ari tad, ja mums zinams 21+2+-+7
atlikumi, dalot ar p — 1. Tas tadel, ka

9(p—Dk — (2p—1)k =1F=1 (mod p),

t.i. kapinatajus, kas ir (p — 1)k drikst atmest katram veselam k un paliek pari 2", kur r ir atlikums,
dalot 1+2+...+narp—1.

Apgalvojums B: Dots naturals skaitlis k. Tada gadijuma starp atlikumiem, kurus dod 2'+2++7
dalot ar 4k + 2 (kur n pienem péc kartas visas naturalas vertibas 1,2,...) ne vairak ka divi blakusesosi
atlikumi var but vienadi.

Pamatojums: Apzimesim r,: atlikums, dalot 2!*2++7 dalot ar 4k + 2. Pienemsim no pretgja, ka ir
3 pec kartas sekojosi vienadi atlikumi: 7y, 7y Un 7y o ir vienadi. Apzimesim 2'72++N ar [ Saja
gadijuma vienlaikus izpildisies divas sakaribas:

ry -2V =y =N (mod 4k + 2)

g -2V = rN+2 = ry (mod 4k + 2)
Pielidzinam abu kongruencu kreisas puses:
ry -2V = ey - 282 (mod 4k + 2).

Ta ka bijam pienemusi, ka r,, = ry1, tad apzimgjam kongruenéu klasi = ry -2V +1 = 212+ +N . oN+1
un iegustam:
x =2z (mod 4k + 2).

Tatad eksiste tada kongruencu klase x, kurai x ir kongruents ar 2z jeb x = 0. Bet x ir izsakams ka
divnieka pakape un ta nevar bez atlikuma dalities ar 4k 4 2, tadel iegita pretruna. Lidz ar to, nevar
eksistet 3 pec kartas sekojosi vienadi atlikumi, ja dala pakapes 2'+2++7 (kurn = 1,2,...) ar 4k +2. O

Apgalvojums C (Teorema par primitivo sakni): Katram pirmskaitlim p eksiste primitiva

sakne pec p modula, t.i. tads skaitlis a, kuram kongruencu klases a',a?,...,aP~! pienem visas vertibas
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1,2,...,p— 1 kaut kada seciba.
Pamatojums: Pieradijumu sk. [2]. O.

Ja més izvelamies ag ka vienu no primitivajam sakném pec p modula, tad ap™, aiV*' un apV*?
nevares visi 3 but kongruenti pec p modula, jo art atlikumi 7, 7n41 un ry42 nav visi kongruenti pec
p — 1 = 4k + 2 modula un neviens no tiem nav 0. Primitivo sakni kapinot dazadas pakapes no kopas
{1,2,...,p — 1} iegusim nekongruentus rezultatus.

Péc Mazas Ferma teorémas seko, ka tad a1 attiecigi virknes (a,,) locekli: ay,an+1,aN + 2 nav visi
vienadi, jo ay = a™, ant1 = ai™ ™, any2 = a7 pec p modula. W

Piezime: Saja uzdevuma p nevar izveleties ka Ferma pirmskaitli, piemeram 5, 17,257 utt. No otras
puses, nedaudz pamainot spriedumu, var pamatot, ka virkne a,, nav konstanta pec modula p ar1 tad, ja
p = 13 vai kads cits skaitlis, kam p — 1 satur neparu pirmreizinatajus. Tadel nav obligati, lai p dotu
atlikumu 3, dalot ar 4.

Uzdevums 4.6 (Bw2016.11): Kopa A sastav no 2016 dazadiem skaitliem, visi So skaitlu
pirmreizinataji ir mazaki par 30. Pieradit, ka kopa A var atrast tadus 4 dazadus skaitlus a, b,
c un d, ka abcd ir naturala skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Par 30 mazaki ir tiesi 10 pirmskaitli - 2, 3,5,7,11,13,17,19,23,29. Skaitlis abcd ir
naturala skaitla kvadrats tikai tad, ja tas satur ikvienu no Siem pirmskaitliem paru pakape. Tadel musu
uzdevums ir atrast tadus a, b, ¢, d, kam kapinataji pie katra no desmit pirmskaitliem summesies par paru
skaitliem.

Definicija: Ar v,(n) (gricku burtu v lasa "ni” latviski vai "nu” ['nju:] angliski) apzimejam
pirmskaitla p augstako pakapi, kas atrodama skaitla n sadalijuma pirmreizinatajos. T.i. jan = p{* --- pi*
ir sadalijums pirmreizinatajos, tad vp,(n) = a,; (vai arl vp,(n) = 0, ja pirmskaitlis p; vispar neietilpst
skaitla n sadalfjuma pirmreizinatajos). (Piemeram, v3(1) =0, v3(2) =0, v3(3) =1, v5(6) = 1, v5(9) = 2,
1/3(81) = 1/3(162) = 4, utt.)

Aplukosim vispirms divu skaitlu reizinajumu, jo tad jaanalize mazaks variantu skaits.
Apgalvojums: Reizinajums ab satur kadu pirmskaitli p paru pakape divos gadijumos:

o Vai nu v,(a) = v,(b) = 0 (mod 2)
o Vai arl v,(a) = vp(b) =1 (mod 2)

To var pamatot ta, ka reizinot divas p pakapes ar paru kapinatajiem vai ar1 reizinot divas p pakapes ar
neparu kapinatajiem, rezultata sanaks p pakape ar paru kapinataju.

Sis apgalvojums norada, ka reizinajuma ab kapinataja paritate pie p (t.i. vai kapinatajs ir paru vai
neparu) ir atkariga no p kapinataja paritates abos reizinatajos a un b. Sadalisim visus 2016 dazados
skaitlus 2'9 = 1024 apakskopas. Divi skaitli @ un b nonak viena apakskopa tikai tad, ja tiem sakrit
vp(a) un v, () paritates visiem pirmskaitliem, kas mazaki par 30. Citiem vardiem, a un b atrodas viena
apakskopa tad un tikai tad, ja

va(a) = wa(b) (mod 2)
v3(a) = w3(b) (mod 2)
vs(a) = ws((b) (mod 2)
1/2'9.((1) = wy(b) (mod 2)

Ta ka ir pavisam 10 dazadi pirmskaitli, tad katram no tiem paritate var but vai nu paris (= 0 (mod 2))
vai arT neparis (= 1 (mod 2)). Izveloties §1s paritates neatkarigi vienu no otras visiem 10 pirmskaitliem,
iegusim 1024 dazadus variantus. Dazas no atbilstosajam 1024 apakskopam var but tuksas, citas var
saturet vairakus elementus.

Ja starp 1024 apakskopam sadala 2016 dazadus skaitlus, tad vismaz divas no apakskopam bis vismaz
divi elementi, vai arT vismaz viena no apakskopam — ¢etri elementi. (No preteja: Ja visas apakskopas ir ne
vairak ka tris elementi, un neatrodas divas, kuras ir katra pa diviem, tad iegustam 1023 apakskopas ar ne
vairak ka vienu elementu un 1 apakskopu ar ne vairak ka trim elementiem. Tas atbilstu 1023 + 3 = 1026
elementiem, bet mums ir 2016.)

Tatad varam izveleties a, b, ¢, d ta, lai a,b un ar1 ¢, d butu viena apakskopa. Lidz ar to ab un ar1 cd
ir pilni kvadrati (jo kapinataji pie visiem pirmskaitliem ir paru skaitli — paris plus paris vai neparis plus
neparis). Tadel ar to reizinajums abcd bus pilns kvadrats. W
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“Baltic Way” atlases sacensibas: Skaitlu teorija. Uzdevumi —

http://www.dudajevagatve.lv/nt/index.html

a=12,b=10
= > 1 kaste ar
> 3 objektiem
VAI > 2 kastes
ar > 2 objek-
tiem.

Dirihle princips: Ja a objektus sadala pa b
kastitem un a > b+ 1, tad vismaz viena kastite
bus vismaz divi objekti. Ja a > b+ 2, tad vismaz
divas kastites bus vismaz divi objekti vai vismaz
viena kastite bus vismaz tris objekti, utt.

r:s:.5:
'0

Erdesa-Sekeresa teorema: Naturaliem
skaitliem 7 un s, jebkura dazadu (realu) skaitlu
virkne, kura ir vismaz (r—1)(s—1) + 1 locekli,
satur vai nu monotoni augosu apaksvirkni
garuma 7 vai arl monotoni dilstosu apaksvirkni
garuma s.

(a+b)* =a*+ Binomialie koeficienti: (a + b)" = a® + | (a+b+ct+d)* = Polinomialie koeficienti: (a1 +az+--- +am)"
4a3§+ 632b2 + (?)an_lb + -+ (nil)abn_l + 6", kur (Z) = . + 12“42'b0 +  izvirzijums satur a]fla;Q -aFm ar koeficientu
4ab® + b*. Crli:ik!(:ik)!' 1'2'7 IO g < m,ja ki +ka+ -+ km =n.

a® +b3 = (a+ Neparu pakapju summa: o277t 4 p?7+1 = 3 - b3 = (a — Pakapju starpiba: a” — b = (a — b)(a”" +

b)(a? —ab+b%). (a+0b)(a®® — a1+ .. —ab® 1 4 b27). b)(a?+ab+b%). a""2b+---+ab? "2+ "),

az? +bxr + c= Identiski polinomi: Ja P(z) un Q(z) ir n- | P(z) = 423 — Polinoms P(z) dalas ar (z — a) tad un tikai tad,
0ir 3 saknes =  tas pakapes polinomi un to vertibas sakrit n +1 | 3z2 — 25z — 6 jaair P(x) sakne.

a=b=c=0 dazadiem z;, tad P(z) = Q(x). dalas ar (z—3).

(x — 1)(x — 1) Visparinata Vjeta teoréma: Ja n-tas pakapes | 3t — 2 = 0 Racionalo saknu teorema: Ja polinomam ar
(x —5) = 3 —  polinomam P(z) = 2" +an,_12" "'+ -+aix+ap | sakne x =2/3.  veseliem koeficientiem

7x2 411z —5jo  ir n realas saknes 71,...,7y, tad _

14+14+5=7 ao=(-)"rira---7n, . P(z) = ang™ + an12" ' +... + a1z’ +ao
L14+1-5+1-5 = an—2 =2 ; jeTn Ti"5> ir racionala sakne = = p/q, kur a,b € Z, tad ag
11,1-1-5=5. ap_1=—(ri+r2+-+rn). dalas ar p, bet a, dalas ar q.

Dalamiba un pirmskaitli: Veseliem a un d (d # 0) rakstam d | a

, ja a dalas ar d. Atlikums, a dalot ar b: (¢ mod b).

Pirmskaitlu 2, 3,5, ...
skaits, tad p1p2 - -

ir bezgaligi daudz. (No pretéja: ja butu galigs
-pr + 1 nedalitos ne ar vienu no tiem.)

Eksiste cik patik garas

N apaksvirknes bez pirmskaitliem.

(Piemeram, m! + 2, m! 4+ 3, m! + m satur m — 1 saliktu skaitli.)

2016 = 25327. Aritmétikas pamatteorema: Katrun € Nvar | 60 =22.3!.51 Dalitaju skaits: Katram n = p‘flpSQ .- ~pzk

2017 = 2017'.  tiesi viena veida izteikt ka pirmskaitlu pakapju | ir 3-2-2 = 12 pozitivo dalitaju skaits, ieskaitot 1 un m, ir

2018 = 2-1009.  reizinajumu: n = pytpg? - ppk. dalttaji. d(n)=(a1+1) - (ax +1).

100: 9 dalitaji; Dalitaju skaits: Skaitlis n € Nir pilns kvadrats | n = 12: (1,12), Dalitaju pari: Visus n dalitajus (iznemot /n)

1000: 16 dal. t.t.t., ja tam ir neparu skaits pozitivu dalitaju. (2,6) un (3,4).  var grupét paros: di < y/n < d2, kur do2 =n/d;.

ged(192,78) =  Eiklida algoritms: Piemeérs polinomiem:

gcd(78,36) =  function gcd(a, b) ged (n? 43,12 + 2n + 4) = ged (n? +3,2n +1) =

ged(36,6) = if (b == 0) { return a; } ged (2n2 +6,2n + 1) = ged (—n + 6,2n + 1) = ged (n — 6,13).

ged(6,0) = 6. else { return gcd(b, a mod b); }

a = 8b = 13 Bezi lemma: Ja a,b € Nun d = gcd(a,b), tad | (n1,n2,n3) = KinieSu atlikumu teoréma: Ja ni,...,n ir

= ba—3b=1. eksiste z,y € Z, kam az + by = d. (2,3,5), naturali skaitli, gcd(n;,n;) = 1 visiem ¢ # j, tad
Eiklida lemma: Dots pirmskaitlis pun a,b € Z. | (z1,z2,23) = visiem naturaliem z1,...,x) eksiste tiesi viena
Jap | ab, tadp | avaip | b (1,2,3) = = =  kongruencu klase  péc modula n = np ---ny,

23 (mod 30). kam z = z; (mod n;) visiem .

Pakapes pacelSanas lemmas: Ka noteikt vp(a™ £ b™). Burtu v lasa “n1”:

Lifting the Exponent Lemmas.

vp(n) = a, ja pirmskaitlis p ir n pirmreizinatajs pakape a.

1001001 - 111 - Lemma 1: Ja z un y ir veseli skaitli (ne obligati | v11(10'2! + 1) Lemma 2: Ja z un y ir veseli skaitli (ne obligati
9 = 999999999  pozitivi), n ir naturals skaitlis un p ir neparu | =v11(104+1)+  pozitivi), n ir neparu naturals skaitlis un p ir
un  v3(10° —  pirmskaitlis tads, ka p | = — y, bet ne = ne y | v11(121) neparu pirmskaitlis tads, ka p | = + y, bet ne
19) = 4. nedalas ar p, tad vp (2™ — y™) = vp(xz—y)+rp(n). | =1+2=3. z ne y nedalas ar p, tad vp (2™ + y™) = vp(z +
y) + vp(n).
12(512% — 1) = Lemma 3: Ja z un y ir neparu skaitli, kam x—y | 12(3'® — 1) = Lemma 4: Ja z un y ir divi neparu veseli skaitli
24+7=0. dalas ar 4, tad va (2™ — y™) = v(z—y) + v2(n). 1+24+4—1=6. un m ir paru naturals skaitlis. Tada gadijuma:
va(z™ —y™) = va(x —y) +re(z+y)+rv2(m)—1.
Kongruences: Veseliem a, b, m rakstam a = b (mod m), ja a — b dalas ar m.
16=26=35= Maza Ferma teoréma: Ja p ir pirmskaitlis un | 3* = 3, 2, 6,4, Primitiva sakne: Katram pirmskaitlim
46 =56 =65 = gcd(a,p) = 1, tad a?~1 = 1 (mod p). 5,1 (mod 7) ja p eksisté tads a, kuram kongruencéu klases
1 (mod 7). k=1,...,6. at,a?,... aP~ 1 pienem visas vertibas
1,2,...,p—1.

Skaitli ar neparastam ipasSibam: Ferma skaitli, Mersena skaitli, Viferiha skaitli.

Fy,.. =

Ja 2™ +1 ir pirmskaitlis, tad n jabut 2%. Skaitlus

3,5, 17 257,6553' = 22" 11 sauc par Ferma (Fermat) skaitliem;

pirmie pieci no tiem ir pirmskaitli (nav zinams,
vai ir vel kads pirmskaitlis Fy, k > 4).

W1 = 1093,
Wy = 3511.

Par Viferiha (Wieferich) pirmskaitliem sauc
pirmskaitlus p, kam 2P—1 dalas ne vien ar p
(Maza Ferma teoréma), bet uzreiz ar p?. Sobrid
zinami tikai divi Viferiha pirmskaitli.




