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levads

Pienemsim, ka P = P(t) - baktériju populacija laika
momenta t.

Ir zinams, ka populacijas augSanas atrums P’ ir
proporcionals populacijas lielumam, t.i., jo vairak ir
baktériju, jo atrak to skaits pieaug.

Matematiski So faktu var pierakstit Sadi: P’ = kP, kur k —
proporcionalitates koeficients.




levads

K3, zinot baktériju populacijas lielumu sakuma laika momenta ty P(ty), veikt

prognozi par P(ty + At), kur At > 07?




levads




levads

Eilera metode palidz tuvinati atrast funkciju péc informacijas par tas

augsanas atrumu un vertibas kaut kada definicijas kopas punkta.




Piemeérs par automobila atrumu




Kas ir atvasinajums?

Vispariga gadijuma funkcijas f (x) atvasinajums punkta x,, ko apzime ar f'(xg), ir

«funkcijas f augSanas atrums punkta xg».




Funkcijas robeza

* Attéla dots funkcijas y = x? grafiks. YA
\ i /
* Var redzet, ka, kad x tuvojas skaitlim 2 (nav svarigi, no \ /
kuras puses), funkcijas y vértiba tuvojas skaitlim 4. \ b

6
* So faktu pieraksta 3adi: lim x? = 4 (funkcijas y = x?
X—2 4._____ e
",

robeza, kad x tiecas uz 2, ir vienada ar 4).

» Soreiz varéja vienkarsi ievietot x vietd 2 un iegit robeZas \\//

vértibu, bet ne vienmér robezu var atrast tik viegli.




Atvasinajuma definicija

* Ka jau tika minéts, visparigaja gadijuma funkcijas f(x) atvasinajums

punkta x, f'(x,) ir «funkcijas f augSanas atrums punkta x».
* Apskatisim funkciju y = f(x).

* Lai Ax —argumenta x pieaugums punkta x,, tad x, + Ax —jauna

argumenta véertiba un f(x, + Ax) — jauna funkcijas vertiba.

* Tad Ay = f(xq + Ax) — f(x,) sauc par funkcijas pieaugumu punkta

X, kas atbilst argumenta pieaugumam Ax.



Atvasinajuma definicija

* Funkcijas y = f(x) atvasinajums punkta xy f'(xq) = Alimoi—z = Alim0 f(x°+A§i_f(x°).
X— X—

*Ja f'(xg) eksiste, tad funkciju y = f(x) sauc par atvasinamu vai diferencéjamu punkta x.



Atvasinajuma geometriska interpretacija

¢ Apskatisim funkcijas y = f(x) grafiku.

* Ax — argumenta pieaugums punkta x,, Ay = f(x, + Ax) — f(x,) - funkcijas

pieaugums punkta x,, kas atbilst argumenta pieaugumam Ax.

* Taisne AB — funkcijas grafika sekante, t. i., taisne, kas krusto funkcijas grafiku divos

punktos. Tas slipuma lenkis ir lenkis «.

fxo+Ax)—f(x0) _ Ay
Ax Ax’

* No ziméjuma var redzét, ka tana =

* JaAx — 0, tad i—z - f'(xo) untana - f'(x,) péc atvasinajuma definicijas. Bet kas

notiek ar sekanti?

* Punkts B tuvojas punktam A, un sekante aiznem robezstavokli un k|Ust par pieskari
funkcijas grafikam punkta A jeb par taisni, kurai ar funkcijas grafiku kopigs ir tikai punkts

A (taisne AC).
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Atvasinajuma geometriska interpretacija

* Var secinat, ka tan¢@ = Alim0 tana =
X—

Ay

. fxo+tAx)—f(x0) _ 1
Alalcr—{lo Ax = f (x0)-

lim
Ax—0 Ax

* Nemot véra, ka taisnes slipuma lenka tangenss ir tas virziena

koeficiens, pieskares AC virziena koeficients
k=tang = f'(xy).

* Ta ari ir funkcijas atvasinajuma geometriska interpretacija.
Funkcijas y = f(x) grafika pieskares punkta x, virziena

koeficients ir vienads ar funkcijas atvasinajumu Saja punkta.

7

J(x+hx)

J(x)

Flx+hx)— fx)




Pamatfunkciju atvasinasanas formulas

C'=0 (sinz)’ = cosx (arcctgr) = — 1+1$2
|(;r")' =nr" " (cos;r)' — —sin . (e¥) =
(Vi)' = 2\1/5 (tgzx)' = CO;;,EE (a®) =a lna
(AII),' 1A | (ctgm)’i _sinl";:m (Inz) =1
(£)' = I (arcsin) —— (log,z)" = ——
(kx +b) = (arccosr) = — 11—12 (x%) = 2x

(%)’ — —_Tl (arctgzr)’ = 1_:1,_2 () = 32°




Atvasinasanas kartulas

f(x)+ g(x)) = f'(x)+ g'(x)
¥)-(x)) = £'(x) g(x)+ f(x)- &' ()

\ S'(x)- g(x)— f(x) g'(x)
J g’ (x)

(S
(S
Fiex
i




Uzdevums par pieskari

Uzdevums. Atrast funkcijas f grafika pieskares punkta x, vienadojumu, ja f(x) = x?
un xo = 3.

* Pieskares vienadojumu meklésim forma y = kx + b, kur k, b - konstantes.
* f'(x) = 2x, tapec f’(3) = 6.

* Péc atvasinajuma geometriskas interpretacijas funkcijas f grafika pieskares punkta
Xo = 3 virziena koeficients ir k = f’(3) = 6.

* Tad y = 6x + b. Péc pieskares definicijas 6x, + b = x3, tapéc

b=x¢—6x9=32-6-3=-9.

Atbilde. Funkcijas f grafika pieskares punkta x, vienadojums ir

-14 12 -10 -8

y =6x—09.




Uzdevums par pieskari

Uzdevums. Atrast funkcijas f grafika pieskares punkta xq vienadojumu, ja ir doti f’(xg) un f(xg)-.

* Pieskares vienadojumu meklésim forma y = kx + b, kur k, b - konstantes.

* Péc atvasinajuma geometriskas interpretacijas funkcijas f grafika pieskares punkta x, virziena koeficients ir
k = f"(xo).

* Tady = f’(xq) - x + b. Péc pieskares definicijas f’(xg) - xo + b = f(xp), tapéc

b = f(xo) — f'(x0) - xo.

*Tatady = kx + b = f(xo) - x + f(xo) — f'(x0) - xo = f(x0) + f"(X0) - (x — X0).

Atbilde. Funkcijas f grafika pieskares punkta x, vienadojums ir

y = f(xo) + f'(x0) - (x — x0).



Pazistami vienadojumu veidi

* Linears vienadojumes. 2x —3=0
2 _ 9 _
* Kvadratvienadojums. 4x"+9x—-3=0
_ . x19 =1
* Augstaku pakapju vienadojums.
. . |lx — 4| = 12
* Vienadojums ar moduli.
! 2

* Dalveida racionals vienadojums. x
* Eksponentvienadojums. 2* =8
* Logaritmiskais vienadojums. logz x = 14

1
* Trigonometriskais vienadojumes. sinx = >
* Iracionals vienadojumes. Vx+1=x




Pazistami vienadojumu veidi

Visos Sajos vienadojumos atrisinajumi ir skaitli.




Diferencialvienadojuma jedziens

Par diferencialvienadojumu sauc vienadojumu, kas saista nezinamo funkciju

un tas atvasinajumus.

Diferencialvienadojuma atrisinajumi ir funkcijas.



Diferencialvienadojumu piemeri

* Nutona atdzisanas likums.
T"=—k(T —T,,),

kur T'(t) — kermena temperatura laika momenta t, T,,, - apkartéjas vides temperatura, k — proporcionalitates
koeficients, T > T,,, k > 0.

* Populacijas pieaugums.
P’ = kP,

kur P(t) - populacijas lielums laika momenta t, k — proporcionalitates koeficients, k > 0.



Eilera metodes izvedums

* Apskatisim funkciju f tadu, ka f(x) = x2. Ir zinams, ka tas L7
atvasinajums punkta x ir vienads ar f’(x) = 2x, ka ari ka 2
f(3) =9unf(4) = 16. 2
: : e o e _ # y=6x—9
* Tagad pienemsim, ka ir zinami tikai " un ka f(3) = 9. K3, .
izmantojot tikai So informaciju, tuvinati atrast f(4)? "
= xZ 16
* Atcerésimies atvasinajuma geometrisko interpretaciju. Ja g )
mums ir dots funkcijas f atvasinajums f’, tad mums faktiski )
ir doti pieskaru funkcijas f grafikam virziena koeficienti. )
* Turklat mums ir zinama funkcijas vértiba punkta xo = 3, i
f(xp) = 9. No uzdevuma par pieskari zinam, ka $is °
informacijas pietiek, lai uzkonstruétu pieskari funkcijas f )
grafikam punkta x,. Saskana ar uzdevuma atrisinajumu mus ‘
intereséjosas pieskares vienadojums iry = 6x — 9. E I I BE BE B L [ T




Eilera metodes izvedums

y
* levérosim, ka tuvu punktam x, pieskare gandriz sakrit ar funkciju f. Tapéc var 2
pienemt, ka f(xq + h) = 6(xy + h) — 9, ja h ir pietiekosi mazs. e
2 y = 6x —9

* Musu gadijuma punkts x; = 4 atrodas pietiekoSi tuvu punktam x, = 3, tapéc var
uzreiz panemt h = 1 un izsecinat, ka

20

fxo+h)=f(4)=6-4—9 =15.Més zinam, ka f(4) = 16, tapéc ieglto y = x? .
tuvinajumu var uzskatit par labu. .
* Bet ko darit, ja més gribam tuvinati atrast, pieméram, f(5)? =
- Saja gadijuma nepietiks tikai ar pieskari y = 6x — 9, jo punkta x, = 5 tuvuma ta .

jau tik labi nesakrit ar f. Bet més zinam, ka f(4) labs tuvinajums ir 15. Varam
tuvinati novilkt pieskari Saja punkta:

y=f(xo)+ f(xg) (x—x9)=15+2-4-(x—4)=154+8x—32=8x—17. 2

> X
44 12 -10 -8 6 -4 -2 o0 /2 4 6 8 10 12 14




Eilera metodes izvedums

28/
* Ir redzams, ka pieskare tieSam ir tuvinata, ta nepieskaras funkcijas f +
grafikam, bet tomér ir tuvu tam. Ir redzams ari, ka ta dod labaku tuvinajumu % y=8x—17
f(5) neka pirma pieskare. Tatad f(xo + 2h) = f(5) = 8-5—17 = 23.

22

f(5) = 52 = 25. Tuvinajums ir labs.

2 20

¥y=x
* Bet ko darit, ja més gribam tuvinati atrast, pieméram, f(10)? o
* Skaidrs, ka taisne, kas tuvina pieskari punkta x, = 5, netuvinas labi f(10). B

Bet ta varés salidzinosi labi tuvinat £(6). Savukart taisne, kas tuvina pieskari
punkta x3 = 6, labi tuvinas f(7). Ta, turpinot konstruét tuvinatas pieskares,
galu gala var iegut art £ (10) aptuveno vertibu. :




Eilera metodes izvedums

* Tagad apskatisim visparigu gadijumu. Pienemsim, ka mums ir dots
funkcijas f atvasinajums f’ un tas vértiba punkta x, f(x,). Musu
uzdevums ir tuvinati apréekinat f (x4), kur x4, > x,.

* Apzimésim f(x,) ar y,. Nemsim h > 0 tadu, ka x, — x, dalas ar h, un
tuvinasim f vertibu punkta x; = x, + h, konstruéjot pieskari f grafikam A
punkta x.

* Pieskare f grafikam punkta x,:
Yy =0+ f(x0) - (x — xo). Tad
f(x1) = yo + f'(xy) - h = y;. Tatad y; ir f(x;) tuvinajums.

* Talak tuvinasim f véertibu punkta x, = x; + h, konstru€jot jau tuvinato
pieskari f grafikam punkta x,. PEc analogijas tas vienadojums ir

y=y,+ f(x)  (x —x;), un tapéc
f(xy) =y, + f'(x,) - h =y,.Tatad y, ir f(x,) tuvinajums.

* Ta varam turpinat talak, kamér neiegtsim f(x,) tuvinajumu.



Eilera metodes izvedums

* Lidz ar to més esam ieguvusi Eilera metodi, proti, ja mums ir
dots funkcijas f atvasinajums f’ un tas vertiba punkta x,

f(x0), tad f (xn) = yy, kur
VYn+1 = Yn T hf (xp),

Xn = X9+ hnunn=20,12,..,N.

* Jo mazaks solis h tiks izvéléts, jo precizak izdosies noteikt
f(xy). Pieméra ar f(x) = x? tika nemts h = 1.

* Attélojuma lauzta linija Ag414,A3A,4 tuvina funkciju, kuras »
grafiks ir uzzimets ar zilo krasu.



Piemeérs par parabolu

Uzdevums. Ir zinams, ka funkcijas f atvasinajuma f’ vértiba punkta x ir

f(x) =2x

un ka f(0) = 0. Tuvinati aprékinat f(4) ar Eilera metodi, nemot soli h = 1.




Uzdevumes. Ir zinams, ka funkcijas f atvasinajuma f’ vértiba punkta x ir

f(x) =2x

un ka f(0) = 0. Tuvinati aprékinat f(4) ar Eilera metodi, nemot soli h = 1.

Atrisinajums.

° f'(x0)=2.x0=2.0=0,

= hf'(xg) = F(0)+1-0 = 0.
Y1 =Yo + hf'(x0) = f(0) + 0 " . ; P P
s fl)=2-x=2-1=2, 0 0 0 0 0
yo =y, +hf'(x;)=0+1-2=2.
1 1 0 2 2
o flxy)=2-x,=2-2=4,
ys =y, +hf'(x,) =2+1-4=6. 2 2 2 4 6
3 3 6 6 12

° f'(x3)=2.x3=2.3=6,
yo=y3+hf'(x3)=6+1-6=12.




Piemeérs par parabolu

16 y




Piemeérs par baktériju populaciju

Uzdevums. Funkcija P apraksta baktériju populaciju, t.i., laika momenta t baktériju populacijas lielums ir P(t). Ir
zinams, ka P atvasinajums P’ apmierina sakaribu

PP=05-P
un ka P(0) = 1. Tuvinati aprekinat P(9) ar Eilera metodi, nemot soli h = 1.



Uzdevums. Funkcija P apraksta baktériju populaciju, t.i., laika momenta t baktériju populacijas lielums ir P(t). Ir zinams, ka
P atvasinajums P’ apmierina sakaribu

PP=05-P
un ka P(0) = 1. Tuvinati aprekinat P(9) ar Eilera metodi, nemot soli h = 1.
Atrisinajumes. n X y P’ P-h+y
e« P'(x,) = 05 P(xy) = 0.5 - P(0) = 0.5, 0 0 1 0.5 1.5
Y1 =Yo + hP'(xy) =P(0)+1:-05=1.5. 1 1 1.5 0.75 2.25
« P(x) =05 P(,)~05 y, =05 15=0.75, 2 2 2.25 1.13 3.38
= P'(x;) = 1.5+ 1-0.75 = 2.25.

Y2 =Yk hP(0) =15 +1-0.75 = 2.25 3 3 3.38 1.69 5.07
* P(x;)=05-P(x;)=05-y,=05-225= 113, 4 4 5.07 2. 54 7.61
y3 =y, + hP'(x;) = 2.25+1-1.13 = 3.38.

5 5 7.61 3.81 11.42
* P(x3)=05-P(x3) =0.5-y; =0.5-3.38 = 1.69,
Vs = Y3 + hP'(x3) = 3.38 + 1- 1.69 = 5.07. 6 6 11.42 >.71 17.13

7 7 17.13 8.57 25.7
Vs = y4 + hP'(x,) = 5.07 + 1 - 2.54 = 7.61. 8 8 25.7 12.9 38.6
+ P'(x5) = 05-P(x5) = 0.5-y5 = 05 7.61 ~ 3.81, * Pl;)=05-Px;)~05-y; =05-17.13 ~ 857,
Ve = Vs + hP'(xs) = 7.61 + 1 - 3.81 = 11.42. yg = Y7 4+ hP’(x;) = 17.13 + 1 - 8.57 = 25.7.
* P'(x¢) =0.5-P(x¢) 0.5 -y, =0.5-11.42 = 5.71, * P(xg) = 9-5 *P(xg) = 0.5y =0.5-257 = 12.9,
Vs = ye + hP'(xg) = 1142 +1-5.71 = 17.13. Vo = yg + hP'(xg) = 25.7 + 1 - 12.9 = 38.6.




Piemeérs par baktériju populaciju

y




Piemeérs par kermena atdzisanu

Uzdevums. Funkcija T apraksta kermena temperaturu, t.i., laika momenta t kermena temperatura ir T (t). Ir
zinams, ka T atvasinajums T’ apmierina sakaribu

T"=-T+2
un ka T(0) = 3. Tuvinati aprékinat T'(0.8) ar Eilera metodi, nemot soli h = 0.1.



Uzdevums. Funkcija T apraksta kermena temperaturu, t.i., laika momenta t kermena temperatara ir T (¢t). Ir
zinams, ka T atvasinajums T’ apmierina sakaribu

T"=-T+2
un ka T(0) = 3. Tuvinati aprékinat T'(0.8) ar Eilera metodi, nemot soli h = 0.1.

Atrisinajumes. n X y T T"-h+y
¢« T'(x0) = -T(xp) +2=-T(0)+2=—1, 0 3 -1 2.9
* T(x)=-Tk)+2=-29+2=-009, 2 0.2 2.81 —0.81 2.73
=y, + hT’(x;) = 2.9 + 0.1 - (—0.9) = 2.81.
Y2 = Yo+ hT'(xa) =09 3 0.3 2.73 ~0.73 2.66
© T0R)=-TO;)+2~-281+2=-08], 4 0.4 2.66 —0.66 2.59
Vs =y, + hT'(x;) = 2.81 + 0.1 - (—0.81) ~ 2.73.
5 0.5 2.59 —0.59 2.53
o T(xs) = —T(x3) +2 ~ =273+ 2 = —0.73,
Ya = ys + AT (x3) = 2.73 + 0.1 - (=0.73) ~ 2.66. 6 0.6 2.53 —0.53 248
7 0.7 2.48 —0.48 2.43

e T'(xy) =-T(x,) +2~—2.66+2 = —0.66,
Vs = v, + hT"(x4) = 2.66 + 0.1 - (—0.66) = 2.59.

e T(x5)=-T(x5)+2~-259+2=-0.59,

V6 = Vs + hT’(x5) = 2.59 + 0.1 - (—0.59) =~ 2.53. e T(x,)=-T(x,)+2~—248+2 = —0.48,
Vg = Vs + hT’(x,) = 248 + 0.1 - (—0.48) ~ 2.43.

e T(x¢) =-T(xg)+2~—-253+2=-0.53,

y7 = Ye + hT'(xg) = 2.53 4+ 0.1 - (—0.53) = 2.48.




Piemeérs par kermena atdzisanu
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Piemeérs par radija sabruksanu

Uzdevums. Funkcija N apraksta radija daudzumu, t.i., laika momenta t radija daudzums ir N(t). Ir zinams, ka N
atvasinajums N’ apmierina sakaribu

N =-01-N
un ka N(0) = 10. Tuvinati aprékinat N(35) ar Eilera metodi, nemot soli h = 5.



Uzdevums. Funkcija N apraksta radija daudzumu, t.i., laika momenta t radija daudzums ir N(t). Ir zinams, ka N
atvasinajums N’ apmierina sakaribu

N =-01-N
un ka N(0) = 10. Tuvinati aprékinat N(35) ar Eilera metodi, nemot soli h = 5.

Atrisinajums.

e N'(x,) = (=0.1) - N(x,) = —0.1- N(0) = —1,
Y1 =Yo + hN'(xo) =N(0) +5-(-1) =5.

. N'(x) = (=0.1) - N(xp) =~ (=0.1) - y;, = (=0.1) - 5 = —0.5, n X y N’ N'-h+y
y2 =y, + hN’(x;) =5+ 5-(=0.5) = 2.5. 0 0 10 -1 5
« N'(x,) =(-0.1)-N(x,) = (=0.1) - y, = (=0.1) - 2.5 = —0.25, 1 5 5 —0.5 2.5
y3 =y, + AN'(x,) = 2.5 4 5 - (—0.25) = 1.25. 2 10 S e 025 125
* N'(x3)=(=0.1)-N(x3) = (—0.1) - y3 = (—0.1) - 1.25 = —0.13, 3 15 1.25 —0.13 0.6
=y, 4+ hN'(x3) = 1.25+ 5 - (—=0.13) = 0.6.
Ya = s (xa) (=0.13) 4 20 0.6 —0.06 0.3
* N(x,)=(-01)-N(xy) = (-0.1) -y, = (—=0.1) - 0.6 = —0.06, 5 25 0.3 —0.03 0.15
ys =ys + hN'(x,) = 0.6 + 5 (—0.06) = 0.3.
6 30 0.15 —0.02 0.05

e N'(xg) = (=0.1) - N(xg) ~ (—=0.1) - ys = (—0.1) - 0.3 = —0.03,
Y = ys + AN’(x5) = 0.3 + 5 - (—0.03) = 0.15.

.« N'(xg) = (=0.1) - N(xg) ~ (=0.1) - yg = (—0.1) - 0.15 = —0.02,
Y, = ye + AN’(xg) = 0.15 + 5 - (=0.02) = 0.05.




Piemeérs par radija sabruksanu
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Jautajumi




Paldies par uzmanibu!




