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CE uzdevums

CE-2020. Par taisnstura paralelskaldni zinams, ka ta

pamata_t perimetrs ir 20 dm un tilpums ir 80 dm3. 2(x+y) = 20
Nosaki un pamato taisnstiira paralélskaldna sanu
virsmas laukuma mazako iespéjamo skaitlisko vértibu. Z Xyz =80
(6 punkti) Lickvardiba S =2(xz+yz) > min.
Minimalo (vismazako) X y
1. S=2(xz+yz)=2(x+Yy)z=20z = 1600 _ _ 1600 ,
Xy  x(10-x)

Kvadratfunkcijai X(10 — x) maksimums ir 1600 _16.4-64 X+

punkta X =5, tapéc S minimala vertibair 5.5 B G=.Xxy, A= 5

2. S=2(Xxz2+yz)=2(Xx+Yy)z=20z = 1600 1620 1600 —64. A>G. 1 S 1 |
Xy A 25 G2 A?

3. No visiem taisnstiiriem ar fiksétu perimetru
maksimalais laukums ir kvadratam, t. 1, jaX =y = 5.



Nevienadiba A> G

Dazi tas lietojumi saistoSu uzdevumu risinasana

Eiklida uzdevums, Keplera uzdevums, Tartaljas uzdevums, Zénodora uzdevums
Optimalie konusi
Uzdevums par vislabako apgaismojumu, uzdevums par visstiprako siju

Uzdevums par optimalo reni. (Kadai trapecveida renei caurlaides spéja ir maksimala?)
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Nevienadiba A> G

Skola
3 b 2 2
a;bzﬁ Z > Jab < = ;y > XY <> X2+ y° 22Xy < (Xx—y)? >0.
a+b>2'ab Vel isak:
2 a=X+Yy
(a+b)” >4ab a;bz@ o x> /_Xz_yz o xX2>x2-y? b=x_y
a’ +2ab+b® >4ab

a’—2ab+b*>0

(a—h)? >0.




Eiklida uzdevums

Dotaja trijstiurt ABC ievilkt paralelogramu ADEF
(EF || AB, DE || AC), kuram ir vislielakais laukums.

C
b —
g |AB| = a
IAC| =b
y
A X a—X B
L = xysin A max
y _b :y:b(a—x) = L =kx(a—x) :Xmaxzé.
a—-Xx a a 2

Tatad maksimalo laukumu dod malu viduspunktu izvéle.

Sekas. Ja trisstari ir ievilkts maksimalais taisnstaris,
tad ta viena mala ir trisstura viduslinija.



Keplera planimetriskais uzdevums

Dotaja rinki ievilkt taisnsturi ar vislielako laukumu.
Dotaja pusrinki ievilkt taisnsturi ar vislielako laukumu.

X

2 ,2)\?
L =2xy = L2 = 4x?y? = 4G? < 4A] =4[X ;y J =r*.
r
Vislielako laukumu iegiist,ja X=y=—.
gust, ] y 72

Vel 1saks risinajums: L =2xy<x*+y* =r’. (G <K)



A>G

Gramatas [BB] autori nevienadibu A > G raksturo ka arkartigi skaistu
un raksta, ka ta bez saubam ir viena no nevienadibu teorijas pilariem.

Uzradit 1su un vienkarSu nevienadibas (3) pieradijumu:

a+g+cz3\/abc, a,b,c>0. (3)

Skaties:

~ 5 min,
a=x",b=y’ c=27

NG S G SRR C A

X°+y>+2°—3xyz=(X+Yy+z 5

S. Nevienadiba klast par vienadibu, jax=y=zjeba=b=c.

[BB] bekkenbax 3., bemmann P., HepaBenctsa, Mocksa, Mup, 1965, 276 c.



Prasme salidzinat

Kura gadijuma maksimala trisstara laukums ir lielaks, sk. ziméjumus ?
Kada 1r So laukumu attieciba?

1 =x2_-1

_o_= ah y =X~ L ag

I—max ' 2 L = 7 = X(l— XZ) > maX straujak neka

y =—/1-Xx°,

2L° = (2x*)(1—x*)(1—x%)
X —1>-1-x*
2X° =1—x°
. , V1-x* >21-x* <
2

:§;Lmax:3\/§' 1> /1_X2.



https://www.youtube.com/watch?v=VnRqQK2FwuQ




Tresas pakapes polinoms

Visstipraka sija. G<A
Balka skeérsgriezums ir rinkis ar diametru d. No balka tiek izzaggta sija ar
taisnstiira [X x Y] Sk€rsgriezumu. Balka stipriba Ir proporcionala pamatam x un
Sk&rsgriezuma augstuma y kvadratam. Atrast x un y, kuriem sija ir visstipraka.

2
Xyr = max P(x) = x(d? - x?) > max.
X2 + y2 :d2

P> =x°(d*=x*)(d*=x%), 2P%=(2x*)(d*—x*)(d*-x?),
Reizinataju summa 2X° +(d* —x?)+(d* —=x*)=2d°

ir konstants lielums, tapéc reizinajums ir maksimals, ja 2x* =d* —x°* = 3x*> =d?,

2 2
2:d—, y2:2d :yz:x2:2:>lzﬁ.
3 3 X

X




Neliela apjoma gramata [Mil, 108] klasiskais uzdevums par sijas izzagesanu no apala
balka papildinats ar sadu informaciju. Par cik kliaddas namdari, kuri izzagéjot siju no
balka, rikojas sadi:. skersgriezuma diametru MN sadala tris vienddas dalas, no
dalijuma punktiem novelk perpendikulus un azzimé to krustpunktus C un D ar rinka
liniju diametra pretéjas pusés. Péc tam punktus C, N, D un M savieno ar taisnam
linijam un iegiist vajadzigo Skélumu...

C

Namdari nekliidas!

[Mil] Mumosanosa JI. H., @®yHKIUM 1 UX HCCIIeI0BaHHE,
Mocksa, U3n . Akagemun niea. Hayk PCOCP, 1958, 124 c.



Dualitates (saistita uzdevuma) izmantosSana

V = XyzZ — max S =2(Xy+ Xz+ yz) — min
S =2(Xy + Xz + yz) = 2022 V = Xyz = const.
Ja reizinataju summa ir nemainigs Summa S tris skaitlu reizinajums ir
lielums, tad reizinajums ir Z nemainigs lielums, tatad summa ir
maksimals, ja tie visi vienadi. minimala tad, kad tie vis1 vienadi:
+V+7Z i inigs li — y7 — v —
X +Yy+Z ir mainigs lielums. Y XYy=XZ=Yyz =>X=Yy=1.

Skatamies dualo uzdevumu.

Taja bus atsléga, ka parveidot XV 4+ X7 4+ vz > 33 /X x7v7 = 3/ 2
tilpuma izteiksmi, lai varétu y yz= yxzy
lietot vajadzigo 1pasibu.

V*=x"y*z* = (xy)(xz)(yz)

Seit reizinataju summa ir nemainigs lielums.



Open Box I: A rectangular box with a square base

| — 24 Kastes tilpumu izsaka formula
V = x(a—2x)°

4 =4x(a—-2x)(a—2x)

a
AX=a—-2X = X =5

and no top is to be constructed using a total of 120

cm2 of cardboard.

Find the dimensions of the box of maximum volume.



Daudzsturi ar minimalo perimetru

No 2022 vienadiem kvadratiem salikta figura, kurai ir
vismazakais perimetrs. Cik liels ir perimetrs?

2022
ICTTT T T T T T T T T e HNEEEEEEEEEE

P, = (2022 +1)2 = 2023- 2 = 4046.

Izdariet min€jumu, apmeram,
cik liels biis minimalais perimetrs?

45-45=2025
1011

P, = (1011+2)2 =1013-2 = 2026.

45
P,. = (45+45)2 =180.

Pamatojums: P = (a+b)2 > 4+/ab > 4/2022 >179.



Piemeérs, pretpiemers

Vai no taisnstura ar izmeriem 6 x 10 rutinas var izgriezt 10 figuras,

kadas redzamas attela? Figtiras var biit pagrieztas vai apgaztas otradi.
(MO, NMS)

Piemers.

Vai no taisnstiira ar izm&riem 6 x 10 riitinas var izgriezt 11 pentamino Z? Vai tagad ir piemérs?
Pienem, ka var. Tad viena no 6 x 5 ir ne vairak ka divas neparklatas riitinas.

il

- N




Jauns ekstremu uzdevums

Salikt no 12 pentamino tadu daudzstiri, kuram |L — P| + |P — M| ir minimals.

L — daudzstira laukums (L = 60),
M — daudzstira malu skaits,
P — daudzstura perimetrs.

K=|L-—P|+|P-M |

JaL>P,tad K=L-M. (Nav atkaribas no perimetra).
JaL<P,tad K=2P-L-M.

Ja daudzstiiris salikts no 12 pentamino, M=12, P= 46, K=148
tad L = 60 un K vienmér ir parskaitlis.

Probléma. Kadas vértibas var pienemt lielums K ?
Vai eksisté no pentamino salieckams daudzstiris jeb p-daudzstaris, kuram L =M = P?

Vai eksiste ritinu daudzstaris, kuram L =M = P?

Nesen Novada MO (2022) bija uzdevums par tada rutinu 6-stiira uzzimeésanu, kuram L = P = 60.



Ka risinat uzdevumu?

Viena iespéja ir mekl&t un parbaudit avotos atrodamas bildes.

Internets

I
el A
||-|-

-l

M=4, P= 32, K=56

T
M =40, P = 54, K = 20 M =46, P =54, K = 14

FIL*TF 1 Ka atrak saskaitit malas?

Pietiek saskaitit tikai vertikalas
M=4, P= 46, K=56 malas un to skaitu pareizinat ar 2.




Skolénu rezultati

L

M =50, P =60, K =10 (K.A.)

M=52,P=56 K=8

M =56, P=58 K=4

M =56, P =60, K=4(E.M.)

S=0
Figiira nav
saliekama

no pentamino



IL- P |+ |P - M|

32

30 |28 |26 |24 | 22

20

18116 |14 (12|10 8 | 6 | 4 | 2

K. A.

V. B.

S3

S4

S5

M=42,P= 62, K=22

Vai eksisteé polimino, kuram L= M = P?
Novada MO (2022, 9.2.) bija uzdevums
uzzimeét 6-stari, kuram L = P. Uzdevums
par L =M = P ir daudz, daudz griitaks,
atbilst IMO Itmenim.




Neizmantotas iespéjas

M=P =48, K=12 M=P=56 K=4



Laukumi un perimetri

9.2. Vai ratinu lapa, kur katras ruatinas malas garums ir viena
vieniba, var uzzimét tadu sessturi, kura malas sakrit ar rutinu
[Tnijam un kura perimetrs un laukums ir 60 vienibas?

Atrisinajums. Ja, pieméram, skat. 1. att.,
kur sessttra perimetrs

21

P=24+214+444+3+6+24=60
Un laukums

S=2-24 + 34 =60,

24

Vai tas ir vienigais atrisinajums?

P=(27+3)2=60

L: 2x 27, 1x 6.

27

26

P=(27+3)2=60
L: 2x 26, 2x 4.



Vienadmalu polimino

Fiksétam perimetram (P = M) atrast polimino ar maksimalo laukumu.

A two-dimensional equable shape (or perfect
shape) is one whose area is numerically equal to
Its perimeter For example, a right angled
triangle with sides 5, 12 and 13 has area and
perimeter both have a unitless numerical value of
30. https://en.wikipedia.org/wiki/Equable_shape

P=4| P=12 | P=16 | P=20

L=1 L=5 L=38 L= 13

Challenges in Geometry

| disclaim responsibility for the use
of the word ‘equable’, which I do
not like. Nor did | like a GCSE
coursework task (for UK pupils,
aged 15-16) which asked pupils to
study ‘equable shapes’. My reason
for disliking the task was that,
because the ratio has the dimension
of length, every shape is similar to
an equable shape! As far as | am
aware, the problem about equable
triangles first appeared in a USSR
Olympiad, see Shklarsky et al.
(1993).

Bradley, Christopher J. (2005). Challenges in
Geometry: For Mathematical Olympians Past and
Present. Oxford University Press. (205 p.)

Jedziens equable shape nav skatits polimino konteksta.
Polimino vispar Saja gramata netiek aplukoti.



Perimetri un laukumi

Henri Picciotto's MathEdPage
All sellers »

Laba
gramata
skolotajiem

Geometry Labs

By Henri Picciotto

8 Perimeter and Area

----------------------------------------------

Lab 8.1 Polyomino Perimeter and Area .............
Lab 8.2 Mimimizing Perimeter

Lab 8.3 A Formula for Polyomino Perimeter ...
Lab 8.4 Geoboard Area ...........ccinsnicrninsssnsaans
Lab 8.5 Geoboard Squares .............ccoooviiiine,
Lab 8.6 Picks Formula .......................



L=M=P

Atrast rutinu daudzstarus (polimino), kuriem L =M = P.

& &

L=25 M=P =28 L=M=P =32

£ wh W

L=M=P =40 L=M=P =148

L=60, M =P =56

Vai 32 ir mazakais ratinu skaits $adam daudzstiirim?



Rekordi

Ja figiira saliekama no pentamino, tad minK = 2.

S=1

M =56, P =58, K=4

M=P=60,L=61,K=1

M=P=56,K=4

Japierada, ka jebkuram polimino ar M =P = 60

laukums ir neparskaitlis.

L=P=60,M=58,K=2



Parbaudes darbs

Dota vienadssanu trapece SILE ar augstumu h =5, |Sl| = a, |ES| = |IL| = 13.
Aprékinat maksimalo laukumu taisnstirim, kura divas virsotnes atrodas
uz garakas malas Sl.

S

N




