Cetrstiiri

1. Pamatteorijas atkartojums
Ievilkti un apvilkti Cetrstari

Par rinka linija ievilktu €etrstiiri sauc Cetrstri, kura visas virsotnes atrodas uz rinka linijas. Attiecigi, rinka liniju sauc
par €etrstiirim apvilktu rinka liniju.
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o _ Apvilkts Cetrstiris
Ievilkts Cetrstaris

Par rinka linijai apvilktu €etrsturi sauc Cetrsturi, kura visas malas pieskaras rinka linijai. Attiecigi, rinka liniju sauc
par Cetrstiir ievilktu rinka liniju.

Nepiecie§amie un pietiekamie nosacijumi, lai €etrstiirim var apvilkt rinka liniju

Ap cCetrsturi ABCD var apvilkt rinka liniju tad un tikai tad, ja
e Cetrstiira pretejo lenku lielumu summa ir 180°;
e izpildas vienadiba <ABD = <ACD;
e ir speka vienadiba AM - MC = BM - MD, kur M ir Cetrstira diagonalu AC un BD krustpunkts;
e izpildas vienadiba AC-BD = AB-CD +BC- AD.

NepiecieSamie un pietiekamie nosacijumi, lai €etrstiiri var ievilkt rinka liniju

Izliektu Cetrstiri ABCD var apvilkt ap rinka liniju tad un tikai tad, ja
* ta pret€jo malu garumu summas ir vienadas;
e eksiste tadi pozitivi skaitli x, y, z un ¢, ka vienlaikus izpildas vienadibas

AB=x+y, BC=y+z, CD=z+t, DA=t+x.



1. piemers. Izliekta cetrstiir1 ABCD virsotnes savienotas ar patvaligiem malu iek$€éjiem punktiem (sk. zim&jumu). Vai ir
iespéjams, ka ap katru ieziméto Cetrstari var apvilkt rinka liniju?

Risinajums
Neg, tas nav iespejams.

Pienem pretéjo, ka ap katru no iekrasotajiem cetrstiiriem ir apvilkta rinka linija. Izmantojot faktu, ka ievilkta
Cetrstlra pretéjo lenku summa ir 180°, no Cetrstira APSH ieguistam

<PAH =180° — <PSH = <PSR,
kur pedeja vienadiba izmantota blakuslenku ipasiba. Lidzigi pierada, ka
<EBQ=<QPS (no BQPE), <FCR=<PQR (no CRQF), <GDS=<QRS (no DSRG).
Lidz ar to jaizpildas vienadibai
<PAH+<EBQ+<FCR+<GDS =<PSR+<QPS+<PQR+<QRS. 1)
Ta ka Cetrstiira iek$€jo lenku summa ir 360°, tad no vienas puses,
<PAH +<EBQ+ <FCR+<GDS < <BAD +<ABC+<BCD+<CDA=360°,

no otras puses,
<PSR +<(QPS+<<PQR+<QRS = 360°.

Iegiita pretruna ar vienadibu (1), tatad pienémums, ka visiem cetriem iezimeétajiem cetrsturiem var apvilkt rinka Iiniju,
bijis aplams.



Paralelograms

Paralelograms

Par paralelogramu sauc Cetrstiri, kura pretéjas malas ir pa pariem paralélas.

AB|CD, AD]| BC

Paralelograma ipasibas:
¢ Paralelograma pretejas malas ir pa pariem vienadas: AB=CD, AD=BC.
* Paralelograma pretejie lenki ir pa pariem vienadi: <BAD = <BCD, <ABC=<ADC.
e Paralelograma katras malas pielenku summa ir 180°: <ABC + <BAD = 180°.
 Paralelograma diagonales krustpunkta dalas uz pusem: AM = MC, BM = MD.
¢ Katra paralelograma diagonale sadala to divos vienados trissturos: AABD =ACDB, AABC=ACDA.

¢ Paralelograma likums: paralelograma diagonalu garumu kvadratu summa vienada ar malu garumu kvadratu
summu:
AC? + BD? = AB* + BC? + CD* + DA* = 2(AB? + BC?).

Par rombu sauc paralelogramu, kura visas malas ir vienadas.

AB=BC=CD=DA

Romba ipasibas:
¢ Rombam piemit visas paralelograma ipasibas.
* Romba diagonales ir ari romba lenku bisektrises: <BAC = <DAC, <ABD =<CBD.
¢ Romba diagonales ir savstarpéji perpendikularas: AC L BD.

* Romba var ievilkt rinka liniju, turklat tas centrs atrodas romba diagonalu krustpunkta, bet radiuss vienads ar
romba augstuma pusi.



Taisnsturis

Par taisnstiiri sauc paralelogramu, kura visi lenki ir taisni.

B
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o <ABC=<BCD=<CDA=<DAB=90°
A D
Taisnstlra ipasibas:

¢ Taisnsturim piemit visas paralelograma ipasibas.
e Taisnstuira diagonales ir vienadas.

¢ Ap jebkuru taisnstiri var apvilkt rinka liniju, turklat tas centrs atrodas taisnstiira diagonalu krustpunkta, bet
radiuss ir vienads ar taisnstiira diagonales pusi.

Par kvadratu jeb regularu €etrstiiri sauc paralelogramu, kura visas malas ir vienadas un visi lerki ir vienadi.

C

AN AB=BC=CD=DA4;
M <ABC = <BCD = <CDA=<DAB =90°

Kvadrats ir vienlaikus gan rombs, gan taisnstiiris, tapéc tam izpildas gan visas romba, gan visas taisnstiira ipasibas.

Trapece

Trapece
Par trapeci sauc Cetrstiri, kuram divas pretéjas malas ir savstarp€ji paral€las, bet otras divas — ne.
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AB fCD, AD]| BC

Trapeces Ipasibas:

» Paraléelas malas sauc par pamatiem, bet neparalélas — par sanu malam (ziméjuma AD un BC ir pamati, bet AB
un CD - sanu malas).

* Trapeces sanu malas pielenku summa ir 180°: <CBA+ <BAD = <ADC + <BCD =180°.



¢ Trapeces pamati nav vienadi: AD # BC.

Vienadsanu trapece

Par vienadsanu trapeci sauc trapeci, kuras sanu malas ir vienadas.

AD || BC, AB=CD
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Vienadsanu trapeces ipasibas:
¢ Vienadsanu trapeces pamata pielenki ir vienadi sava starpa: <BAD = <CDA.
* Vienadsanu trapeces diagonales ir vienadas sava starpa: AC = BD.
¢ Vienadsanu trapeces diagonales veido ar pamatiem vienadus lenkus: <CAD = <<BDA.
¢ Vienadsanu trapece abu pamatu vidusperpendikuli sakrit (ziméjuma ar taisni #).
¢ Vienadsanu trapece ir simetriska pret pamatu vidusperpendikulu (ziméjuma - pret taisni #).
¢ Vienadsanu trapeces diagonales krustojas punkta, kas atrodas uz pamatu vidusperpendikula (ziméjuma - M € f).

¢ Ap vienadsanu trapeci var apvilkt rinka liniju (t.i., vienadsanu trapece ir ievilkts Cetrsturis).

2. Cetrstiiru pazimes

Paralelograma pazimes

Cetrstiiris ABCD ir paralelograms,
* jatapretejas malas ir pa pariem vienadas, t.i., AB=CD un AD = BC;
* jatadivas malas ir savstarp€ji vienadas un paralélas, piemeram, AB=CD un AB | CD;

* jatadiagonales krustpunkta dalas uz pusém, t.i., AM = MCun BM = MD.

2. piemérs. Cetrstiri, kas ziméjuma apzimeti ar cipariem 1 lidz 5, ir paralelogrami. Pieradit, ka ari ABCD ir paralelog-
rams.
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Risinajums
No paralelogramiem 1 un 2 seko, ka nogriezni AP, un DP;, ir paraléli un vienadi. No paralelogramiem 4 un 5 seko,

ka nogriezni BP, un CPy ir paraléli un vienadi.

Tatad <AP,B = <DP,C (ka lenki ar paralelam malam) un AP, = DP4, BP» = CPy4; lidz ar to AAP,B = ADP,C
(pazime mlm). Tad <BAP, = <CDP, (vienadu trissturu atbilstosie elementi), tacu, ta ka DP, | AP,, tas nozime, ka
DC || AB (jo pamatota kapslu lenku vienadiba).

No otras puses, DC = AB ka vienadu trisstiiru atbilsto§as malas. Tatad ABCD pretéjas malas AB un CD ir vienadas
un paralélas, kas nozime, ka ABCD ir paralelograms.

Romba pazimes

Cetrstiiris ABCD ir rombs,
* jatavisas malas ir vienadas: AB=BC=CD = DA;
* jatas ir paralelograms, kura blakus malas ir vienadas: ABCD - paralelograms, turklat AB = BC.
* jatasir paralelograms, kura diagonales ir savstarpeji perpendikularas: ABCD - paralelograms, turklat AC L BD.

* jatasir paralelograms, kura diagonales ir ar1 ta lenku bisektrises: ABCD - paralelograms, turklat <BAC = <DAC
un <ABD =<CBD.

* jatas ir paralelograms, kura var ievilkt rinka liniju, pieméram ABCD - paralelograms, turklat dots, ka ta lenku
bisektrises krustojas viena punkta.



3. piemers. Rinka linija ar centru punkta O novilkti divi savstarpéji perpendikulari radiusi OA un OB. Caur hordas AB
viduspunktu C novilkta horda DE, kas paraléla OA (punkts D atrodas uz mazaka loka AB). Apréekinat lenka AOD lielumu!

Risinajums

Ar F apziméjam nogrieznu OB un DE krustpunktu un <AOD = a. Taka AC = CB un AO || DE, tad CF ir AAOB
viduslinija un OF = BF.

No OA || DE seko, ka DE L OB un <ODE = <AOD = « (ka iekséejie skerslenki). Tad
1. DE 1 OB péc pamatota;
2. OF = FB péc pamatota;
3. DF = FE (radiuss, kas perpendikulars hordai, dala to uz pusem).

Lidz ar to Cetrstiira DOEB diagonales ir savstarpéji perpendikularas un krustpunkta dalas uz pusém; tatad DOEB ir
rombs. Tad OD = DB ka romba malas un OD = OB ka radiusi. Tatad ADOB ir vienadmalu un <DOB = 60°. Lidz ar
to

<AOD = <AOB - <DOB =90° —60° = 30°.

Taisnstura pazimes

Cetrstiiris ABCD ir taisnstiiris,
* jatas ir paralelograms, kura kads lenkis ir taisns: ABCD - paralelograms, turklat <BAD = 90°.
* jatas ir paralelograms, kura diagonales ir vienadas: ABCD - paralelograms, turklat AC = BD.

* ja tas ir paralelograms, kuram var apvilkt rinka liniju, pieméram ABCD - paralelograms, turklat AM - MC =
BM-MD.

4. piemers. Romba ABCD ieksiene izveléts patvaligs punkts M, bet K, L, P un R ir attiecigi romba malu AB, BC, CD un
D A viduspunkti. Pieradit, ka Cetrstiiris, kura virsotnes ir nogrieznu MK, ML, MP un MR viduspunkti, ir taisnstaris.



Risinajums

Apzimesim ar X, Y, Z un T attiecigi nogrieznu MK, ML, MP un MR viduspunktus.
No viduslinijas ipasibam trisstiir1 BCD seko, ka BD || PL. No viduslinijas ipasibam trisstiirt MPL seko, ka PL || ZY.
Tatad ZY || BD.
Analogiski parada, ka
e TX || BD (izmantojot trisstiirus ABD un MRK);
e XY || AC (izmantojot trisstiirus ABC un MKL);
e TZ| AC (izmantojot trissturus ACD un MRP).

Lidz ar to ir pieradits, ka
ZY | TX|BD, XY|TZ]| AC.

Pieradits, ka XY ZT ir paralelograms, jo ta malas ir pa pariem paralelas. Tacu XY ZT ir ari taisnstaris, jo ta malas ir
paralélas romba ABCD diagonalem AC un BD, bet romba diagonales ir perpendikularas: AC L BD, tatad ari XY L Y Z.

Kvadrata pazimes

Cetrstiiris ABCD ir kvadrits,
* jatas ir taisnstiris, kura divas blakus malas ir vienadas: ABCD - taisnstiiris, turklat AB = BC.
* jatas ir taisnstiris, kura diagonales ir perpendikularas: ABCD - taisnstiiris, turklat AC L BD.
e jatas ir rombs, kura kads lenkis ir taisns: ABCD —rombs, turklat <BAD = 90°.

* jatasir rombs, kura diagonales ir vienadas: ABCD -rombs, turklat AC = BD.

5. piemers. Dots, ka AABC ir Saurlenku trisstiris, turklat <BAC = 45°. Nogriezni BD un CE ir §1 trisstiira augstumi,
punkts H —augstumu krustpunkts, M — malas BC viduspunkts, S — nogriezna AH viduspunkts.

Pieradit, ka DSE M ir kvadrats.

Risinajums



Ar T atzimésim augstuma pamatu, kas vilkts no A pret BC.

Ta ka taisnlenka trisstiiri medianas, kas vilkta pret hipotentizu, garums ir puse no hipotentizas garuma, tad
DS=SE=05AH (no AADHun AAEH) 2

un
DM =ME=0.5BC (no ACDB un ACEB). (3)

Pieradisim, ka AH = BC.
Ievero, ka ADAH = ADBC (pazime Iml):
1. <HDA=<CDB =90°
2. no dota seko, ka AADB ir vienadsanu taisnlenka trisstiris (jo <DAB = 45° un <ADB =90°), lidz ar to DA = DB;
3. <DAH=90°-<DHA=90°-<THB=<DBC.
Tatad AH = BC ka vienadu trisstiiru atbilsto$as malas. No vienadibam (2) un (3) lidz ar to izriet, ka
DS=SE=DM = ME,
Iidz ar to DSEM ir rombs.
Vel no trisstaru vienadibas ADAH = ADBC izriet, ka
<<MDB =<SDA,
ka lenki starp atbilsto§ajam malam un medianam vienados trisstiiros. Tapéc

<SDM = <SDH +<MDB =<SDH+<SDA=<BDA=90°.

Pieradits, ka DSEM ir rombs ar taisnu lenki; tatad tas ir kvadrats.



Trapeces pazimes

A D

Cetrstiiris ABCD ir trapece, ja tiesi divu (ne vairak un ne mazak) malu pielenku summa ir 180°, pieméram:

<ABC+<BAD=180°, <ADC+<BCD=180°, <ABC+<BCD #180°, <ADC+<BAD #180°.

Vienadsanu trapeces pazimes

Trapece ABCD ir vienadsanu, ja
e tas pamata pielenki ir vienadi, pieméram, ja AD un BC ir pamati, tad <BAD = <CDA4;
e tas diagonales ir vienadas: AC = BD;
e ap to var apvilkt rinka liniju.
Citas pazimes

Ja Cetrstiira viduslinija (nogrieznis, kas savieno divu pretéjo malu viduspunktus) ir paraléla kadai no ¢etrstira malam,
tad ta ir paralela arl pretejai malai un §is Cetrsturis ir vai nu trapece, vai paralelograms.

B —»C

o

A D

MN -viduslinijaun AD | MN = MN | BCunlidz ar to AD || BC un ABCD ir trapece vai paralelograms

3. Nevienadibas cCetrsturi

Lauztas linijas nevienadiba

Ka zinams, lauztas linijas garums ir lielaks neka attalums starp tas galapunktiem. Sekas §im apgalvojumam cetrsturl
ir tieSs analogs trisstira nevienadibai: Cetrstuira jebkuru tris malu garumu summa ir lielaka neka ceturtas malas garums.
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Citiem vardiem: ja dots Cetrstiiris ar malu garumiem a, b, c, d, tad

a<b+c+d.

Cetrstiira nevienadiba

Izliekta Cetrstiira diagonalu garumu summa ir lielaka neka jebkuru divu pretéjo malu garumu summa.

Citiem vardiem: ja dots izliekts Cetrstiris ar (péc kartas nemtu) malu garumiem a, b, c, d, kura diagonalu garumi ir p
un g, tad izpildas nevienadibas
p+g>a+c un p+qg>b+d.

i

Ptolemaja nevienadiba

Ja dots Cetrsturis ar (péc kartas npemtu) malu garumiem a, b, ¢, d, kura diagonalu garumi ir p un g, tad izpildas
nevienadiba
ac+bd = pq.

Turklat vienadiba izpildas tad un tikai tad, ja ap doto Cetrstiiri var apvilkt rinka liniju.

Eilera Cetrsturu teorema

N\

Ja dots izliekts Cetrstaris ar malu garumiem a, b, c, d, kura diagonalu garumi ir p un g, tad izpildas nevienadiba

a®+b*+c*+d* = p* + g° + 4x%,
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kur x ir attalums starp diagonalu viduspunktiem.

No §is teorémas arl izriet nevienadiba
A+ +ct+d*=pP+ 4,

kur vienadiba izpildas tad un tikai tad, ja Cetrsturis ir paralelograms.

Izliekta Cetrstiira Ferma punkts

PA+PB+PC+PD=AC+BD;
F — Cetrstura ABCD Ferma punkts;

Ja ABCD ir izliekts Cetrstiiris un P ir patvaligs $i Cetrstiira iek$€js punkts, tad izpildas nevienadiba
PA+PB+PC+PD=AC+BD

No §is nevienadibas ari izriet, ka punkts, kur§ minimizé attalumu summu lidz izliekta Cetrstiira virsotném, ir etrstiira dia-
gonalu krustpunkts (un tiek saukts par izliekta Cetrstira Ferma punktu).
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