Izlases un to skaitiSana

1. Pamatjedzieni

1.1. Kortezs

Pienemsim, ka dota kopa S. Tad var runat par $is kopas elementu sakartotiem pariem, t.i., (a,b), kurae S, b€ S.
Atskiriba no kopam, sakartota pari
e elementi var but vienadi, t.i., var runat par pari (a, a);
* elementu secibai ir nozime: paris (a, b) nav vienads ar pari (b, a), javien b # a.
Skolas kursa sakartoti pari (lai ar1 §adi parasti tie netiek nosaukti) tiek izmantoti loti biezi. Pieméram, ja S = R ir realo

skaitlu kopa, tad paris (x, y), kur x, y ir reali skaitli, apraksta punktu koordinatu plakne. Skaidrs, ka var bt punkti (x, x) (visi
punkti, kas atrodas uz taisnes y = x) un punkti (x, y) un (y, x) ir dazadi (ja vien x # y).

Tomer sakartota para jedziens ir plasaks par koordinatu plaknes punktiem: kopa S var nebiit realo skaitlu kopa un ta
var but ari galiga.

1. piemers. Ja S=1{1,2,3}, tad tai ir 9 sakartoti pari:

1,10, 1,2), (1,3), 2,1, 22), 23), 3,1, 3,2) un (3,3).

Lidzigi var runat par sakartotiem trijniekiem (a, b,c), kur a€ S, b € S un c € S. Arl trijniekos elementi var but vienadi
un to secibai nav nozimes.

Skolas kursa ir aplukoti ar1 sakartoti trijnieki, kad S = R: trijnieks (x, y, z) apraksta punktu koordinatu telpa.

Gadijuma, ja S = {1,2,3}, tad tai ir 3% = 27 sakartoti trijnieki. Visparigak, ja S ir kopa ar apjomu n, tad ir iespéjams
izveidot n® dazadus trijniekus: trijnieka pirmo elementu (jeb komponenti) var izvéléties n veidos, trijnieka otro elementu
var izveéléties n veidos un ari trijnieka treSo elementu var izveéléties n veidos. No reizinasanas likuma izriet, ka dazado

trijnieku skaits ir n°.

Ieprieks aprakstitos piemerus visparina korteZa jedziens. Sakartots paris ir korteZs garuma 2; sakartots trijnieks ir
korteZs garuma 3.

Visparigak, dotas kopas S elementu kortezu garuma k var pierakstit ka (ay, ap, ..., ax), kur ay,..., ax ir kopas S
elementi; atskiriba no kopam, korteza

¢ elementi var bit vienadi;

* elementu secibai ir nozime, t.i., ja kortezi atskiras ar elementu secibu, tad tos uzskata par dazadiem.

2. piemeérs. Ja S = {1,2,3,4,5}, tad (1,2,3,4), (1,3,2,4), un (1,2,3,5) ir dazadi $is kopas elementu korteZzi; savukart,
pieméram, (1,2,3,6) nav is kopas elementu korteZs, jo 6 ¢ S.



1.2. Sakartotas un nesakartotas izlases

Viens no nozimigakajiem kombinatorikas jedzieniem ir dotas kopas elementu izlase. Medz izskirt divu tipu izlases:
sakartotas un nesakartotas.

Nesakartota izlase

Par dotas kopas S nesakartotu izlasi garuma k sauc jebkuru §is kopas apakskopu, kuras apjoms ir k.

Nesakartotas izlasés elementu secibai nav nozimes (jo arl kopam tai nav nozimes): ja divas nesakartotas izlases
atSkiras tikai ar elementu secibu, tad $is nesakartotas izlases ir vienadas.

Sakartota izlase

Par dotas kopas S sakartotu izlasi garuma k sauc tadu kopas S elementu korteZu garuma k, ka visi korteza elementi ir
atdkirigi.

Sakartotas izlases elementu secibai ir nozime (jo ar1 kortezos tai ir nozime): ja divas sakartotas izlases atSkiras tikai
ar elementu secibu, tad $is sakartotas izlases uzskatam par dazadam. No otras puses, ne katrs korteZs garuma k ir sakartota
izlase: svarigi, lai visi korteza elementi butu dazadi.

3. piemeérs. Pienemsim, ka S ={1,2,3}. Tad kopai S ir
e tris korteZi garuma 1:
(1), @) un (3);

* tris sakartotas izlases garuma 1
1), 2)un (3);

e tris nesakartotas izlases garuma 1:
{1}, {2} un {3};

e devini kortezi garuma 2:
1,1, 1,2), (1,3), 2,1, 2,2), (2,3), 3,1), (3,2) un (3,3);

* se$as sakartotas izlases garuma 2:

(1,2), 1,3), 2,1), (2,3), (3,1) un (3,2);

* tris nesakartotas izlases garuma 2:
{1,2}, {1,3} un {2,3};

* 27 korteZzi garuma 3:
1,11, 1,1,2), 1,1,3), (1,2,1), ... utt,,..., (3,3,3);

* seSas sakartotas izlases garuma 3:

1,2,3), 1,3,2), 2,1,3), 2,3,1), (3,1,2) un (3,2,1);

* viena nesakartota izlase garuma 3:
{1,2,3}.

« 3% =81 kortezi garuma 4;

* nevienas (sakartotas vai nesakartotas) izlases garuma 4, jo kopa S nav cetru dazadu elementu.



1.3. Skait]a faktorials

Par naturala skaitla n faktorialu sauc pirmo » naturalo skaitlu reizinajumu:
nl=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1.
Pienemts ar1 definét 0! = 1, t.i., par nulles faktorialu sauc skaitli 1.

Ieverojam, ka izpildas vienadiba (n + 1)! = n!- (n + 1). Ar 8o vienadibu ir saskanota ari 0! definicija, jo 1! =0!- 1.

Faktorials ka mainiga n funkcija strauji aug; ilustracijai tabula ar daZam pirmajam faktoriala vertibam:

f(n)=n!
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2. Izlasu veidi un to skaitisana

2.1. Permutacijas

Par dotas kopas elementu permutaciju sauc visu §1s kopas elementu sakartotu izlasi.

Citiem vardiem, par n elementu kopas permutaciju sauc kortezu garuma n, kas satur visus dotas kopas elementus.

Piemeéram, ja dota kopa S = {a, b}, tad tai ir divas permutacijas:

(a,b) un (b,a).

Ja dota kopa S = {a, b, ¢}, tad tai ir seSas permutacijas:

(a,b,c), (acb), (barc), (bca), (cab) un (cba).

Dazado permutaciju skaitu (kopai ar n dazadiem elementiem) apzime ar P,. Permutaciju skaita aprekinasanas for-
mula:

P,=nl=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1.

Pieradijums. leverosim, ka, lai izveidotu doto n elementu permutaciju,

* no dotajiem n elementiem jaizvelas viens elements, kurs korteza biis pirmais (to var izdarit n veidos);



* péc tam no atliku3ajiem n — 1 elementiem jaizvelas veél viens, kurs korteza bis otrais elements (to var izdarit n—1
veidos);

* no atlikusajiem n — 2 elementiem jaizvelas vel viens, kurs korteza bis tresais elements (to var izdarit n — 2 veidos);

* no atliku$ajiem 2 elementiem jaizvelas vel viens, kur$ korteZa bis pirmspédeéjais jeb (n — 1)-ais elements (to var
izdarit 2 veidos);

¢ péc tam atlikusais elements jaizvelas ka korteza pedejais elements (to var izdarit tikai viena veida).

No reizinasanas likuma izriet, ka permutaciju var izveidot n- (n—1)-...-2-1 = n! veidos. O

2.2, Variacijas

Variacija

Par variaciju no n elementiem pa k elementiem katra, 0 < k < n, sauc sakartotu izlasi, kura ir tie§i k dotas kopas
elementi.

Citiem vardiem, par n elementu kopas variaciju pa k elementiem sauc kortezu garuma k, kas satur k dazadus dotas
kopas elementus.

Piemeéram, ja dota kopa S = {a, b, ¢}, tad tai ir seSas variacijas pa diviem elementiem:

(a,b), (a,c), (ba), (byc), (c,a) un (cb).

Dazado variaciju skaitu no n dazadiem elementiem pa k elementiem apzimé ar A’,‘L. Variaciju skaita aprekinasanas
formula:

k n!

An=m=n-(n—1)-(n—2)-...-(n—k+1).

Pieradijums. Spriedums ir analogisks ka permutaciju gadijuma. Lai izveidotu doto n elementu kortezu garuma k,
* no dotajiem n elementiem jaizvelas viens elements, kurs korteza biis pirmais (to var izdarit n veidos);

e péc tam no atlikuSajiem n — 1 elementiem jaizvelas vel viens, kurs korteza biis otrais elements (to var izdarit n— 1
veidos);

* no atlikusajiem n — 2 elementiem jaizveélas vel viens, kurs korteza bis tresais elements (to var izdarit n — 2 veidos);

* no atlikusajiem n — k + 2 elementiem jaizvélas vél viens, kurs korteza bis pirmspédeéjais jeb (k — 1)-ais elements (to
var izdarit n — k + 2 veidos);

* no atlikusajiem n — k + 1 elementiem jaizvelas vel viens ka korteza pedejais elements jeb k-tais elements (to var
izdarit n— k + 1 veidos).

No reizinasanas likuma izriet, ka no dotajiem n elementiem korteZzu garuma k var izveidot n-(n—1)-...-(n—k+2)-(n—k+1)
veidos. =




2.3. Kombinacijas

Par kombinaciju no n elementiem pa k elementiem katra, 0 < k < n, sauc tadu dotas kopas apakskopu (jeb ne-
sakartotu izlasi), kura ir tieSi k dotas kopas elementi.

Pieméram, jadotakopa S = {a, b, c}, tad tai ir tris kombinacijas pa diviem elementiem (jeb kopai S ir tris apakskopas
ar apjomu 2):
{a,b}, {a,c} un {b,c}.

Dazado kombinaciju skaitu no n dazadiem elementiem pa k elementiem apzimé ka CX vai (o)

Kombinaciju skaita C,’§ aprekinasanas formula:

ck = n n(m-1)-(n-2)-...-(n—k+1)
" Kn-k) 1-2-...-k ’

Pieradijums. Apskatisim patvaligu dotas n elementu kopas apakSkopu (jeb nesakartotu izlasi) apjoma k; varam $is ap-
akskopas elementus apzimet ar ay, ap, ..., ai. Ir tiesi k! sakartotas izlases jeb kortezi garuma k, kuru elementi ir a;, ay,
..., ai: tie ir korteZi, kas iegtistami ka kopas {a;, ay, ..., ai} visas iesp€jamas permutacijas (un $adu permutaciju ir k!):

(a1, ag, ..., ag1, ar), (a, ap, ..., ag, Ag-1), ...(Ak, k-1, ..., A2, a1).

Tatad katrai dotas kopas apakskopai apjoma k atbilst k! sakartotas izlases garuma k (kas cita no citas atSkiras tikai
ar elementu secibu). No otras puses, dazadam k elementu apakskopam atbildis dazadas sakartotas izlases (jo atSkirsies
$o izlasu elementi). Tatad sakartotu izlaSu garuma k ir tiesi k! reizes vairak neka nesakartotu izlasu garuma k.

Ta ka sakartotu izlagu garuma k skaits ir AX = m%!k)!, tad secinam, ka nesakartoto izlagu garuma k skaits CF ir
vienads ar
A Gm ol
kK kL K-k

3. Videjas vertibas metode un Dirihlé princips

Videjas vertibas metode ir panémiens, kas lauj izdarit secinajumus par kadu atsevisku lielumu, ja ir pieejama tikai
informacija par visu doto lielumu videjo vertibu (vai par visu lielumu summu, reizinajumu u.t.t.). Vairuma gadijumu sprie-
dumi, kurus izdara ar vidéjas vertibas metodi, lauj noskaidrot, ka starp apliikojamiem lielumiem eksisté kads elements ar to
vai citu ipasibu.

Viens no vidgjas vertibas metodes algebriskiem formuléjumiem ir §ads:

Pienemsim, ka doti n reali skaitli ay, ay, ..., a,. Ar a apzimésim So skaitlu videjo aritmeétisko:
. a4 tay+...+ap
a=—.
n
Tad ir speka sadi apgalvojumi:
1. Vismaz viens no skaitliem a,, ay, ..., a, ir ne mazaks par vidéjo vértibu 4, un vismaz viens no Siem skaitliem ir
ne lielaks par a.
2. Jastarp lielumiem a;, ay, ..., a, ir skaitlis, kas ir lielaks par vidéjo vértibu 4, tad ir ar1 tads skaitlis, kas ir mazaks
par a (un otradi).
3. Janeviens no lielumiem a,, a, ..., a, nav mazaks (vai lielaks) par vidéjo vertibu a, tad visi Sie 7 skaitli ir vienadi

ar savu videjo aritmetisko a.



Gadijuma, kad visi dotie skaitli ir pozitivi, analogiski apgalvojumi ir spéeka, ja ka vidéjo vertibu a apskata doto skaitlu
videjo geometrisko (vai vidéjo kvadratisko, vidéjo harmonisko u.t.t.).

Viens no videjas vértibas metodes specialgadijumiem ir Dirihle princips: ja vairak neka » trusdi jaizvieto n buros, tad
vismaz viena buirt nonaks vismaz divi tru$i. Alternativi So principu var formulét sadi: ja n kopu apvienojums satur vairak
neka n elementus, tad vismaz viena kopa ir vismaz divi elementi.

Ir speka ari visparinatais Dirihle princips: ja m kopu apvienojums satur vairak neka mn elementus, tad vismaz viena
kopa ir vismaz m + 1 elements.

4. Piemeri no matematikas olimpiadem

4. piemers (Latvijas 63. mat. olimpiade, 2. posms). Doti septini dazadi naturali skaitli, kuri neparsniedz 21. Pieradit, ka
no tiem var izveéleties divus skaitlu parus, kuru starpibas ir vienadas. (DaZadiem skaitlu pariem var bit ari kopigs skaitlis,
starpibu rékina, no lielaka skaitla atnemot mazako).

Risinajums. Parl nav nozimes skaitlu secibali, jo intereséjamies par lielaka un mazaka skaitla starpibu. Tatad no
septiniem dazadiem skaitliem var izveidot C% = % =21 dazadus parus.

Dotie skaitli ir veseli, dazadi un robezas no 1 lidz 21, tatad to starpibas ir robezas no 1 lidz 21 — 1 = 20. Tatad
starpibas var pienemt tikai kadu no 20 vértibam, tacu iespéjams sastadit 21 dazadu skaitlu pari. Saskana ar Dirihlé prin-
cipu, ir vismaz divi tadi skaitlu pari, kuru starpibas ir vienadas.

5. piemers (Latvijas 53. mat. olimpiade, 2. posms). Lai iekliitu pili, kur launais burvis tur nolaupito Sniegbaltiti, jaatbild
uz 34 jautajumiem. Katrs no septiniem rukiSiem zina atbildes uz daziem jautajumiem.

Ir dots, ka katri Cetri rukisi kopa zina atbildes uz visiem jautajumiem. Vai noteikti var atrast tadus tris rikiSus, kas
kopa zina atbildes uz visiem jautajumiem?

Risinajums. Pienemsim, ka tadu tris rukiSu nav. Tad katriem trim rukiSiem var atrast jautajumu, uz kuru neviens
no viniem nevar atbildet. Dazadu rukisu trijnieku skaits ir C? = ZTG.E: = 35. Ta ka 35 > 34, tad, saskana ar Dirihlé prin-

cipu, eksiste divi rakisu trijnieki, kam $§is neatbildamais jautajums ir viens un tas pats. Bet abos $ajos trijniekos kopa ir
vismaz 4 rukisi. Sim rukisu getriniekam ir jautajums, uz kuru neviens no viniem nevar atbildét - pretruna ar doto. Tatad
pieneémums bijis aplams un noteikti var atrast tadus tris rukiSus, kas kopa zina atbildes uz visiem jautajumiem.

6. piemers (Latvijas 65. mat. olimpiade, 2. posms). Cik daudz ir piecciparu skaitlu, kas sastav tiesi no tris dazadiem
cipariem, no kuriem neviens nav 0 un neviens neatkartojas vairak ka divas reizes?

Risinajums. Katra $ada skaitli ir viens cipars (apzimeésim to ar a), kas skaitli ir tikai vienu reizi un divi cipari
(apzimesim tos ar b un c), kas katrs paradas $aja skaitli divas reizes.

Cipars a var buit kada no 5 pozicijam; atlikuSajas Cetras pozicijas janovieto divi cipari b, ko var izdarit Cf = % =6
dazados veidos; péc tam ciparu c atlikuSajas divas pozicijas var ierakstit tikai viena veida. No reizinasanas likuma izriet,
ka pie konkrétam a, b, c vertibam ir 5-6- 1 = 30 veidi, ka izveidot Sadu trisciparu skaitli (turklat b un c secibai nav nozimes:

mainot vietam ciparus b un c, iegiistam tos pasus 30 skaitlus).

Ciparu a var izveléties Cé =9 veidos; péc tam ciparus b un c var izveléties C§ = 82;7 = 28 veidos. No reizinasanas
likuma izriet, ka mekléto piecciparu skaitlu kopéjais skaits ir

30-9-28 =7560.




7. piemers (Latvijas 56. mat. olimpiade, 3. posms). Kada valstiir 100 pilsetas. Starp dazam no tam noorganizeti avioreisi.
Starp katram divam pilsétam ir ne vairak ka viens reiss. Katrs reiss savieno tikai divas pilsétas, pa celam nenolaiZoties
citas, turklat reisi “darbojas” abos virzienos.

Reisus organize 90 aviokompanijas. Katra aviokompanija organize tie$i 30 reisus. Ja kompanija organize reisu starp
divam pilsetam, tad tai ir biroji abas $ajas pilsetas. Pieradit, ka ir tada pilséta, kura ir vismaz 9 biroji.

Risinajums. Vispirms atzimeésim, ka katrai kompanijai ir vismaz 9 biroji, pretéja gadijuma tai biroji bitu ne vairak
ka 8 pilséetas un ta nevaretu organizet vairak ka Cg = 82;7 = 28 avioreisus. Tatad biroju kopskaits ir vismaz 9-90 = 810.
Ja katra pilséeta buitu ne vairak ka 8 biroju, tad biroju kopskaits biitu ne lielaks ka 8-100 < 810 — pretruna. Tatad ir kada
pilséta, kur ir vismaz 9 biroji.

8. piemers (Latvijas 64. mat. olimpiade, 3. posms). Gatavojoties 13 diplomatu apspriedei, kresli tika izvietoti ap apalu
galdu vienados attalumos un katrai no vietam tika sagatavota plaksnite ar diplomata vardu. DiemZel, ienemot vietas pie
galda, diplomati §1s plaksnites nenéma vera un izradijas, ka neviens no diplomatiem nav apsédies preti savai plaksnitei.

1. Pieradit: neparsedinot diplomatus, galdu ir iespéjams pagriezt ta, ka vismaz divi diplomati atradisies pret savam
plaksnitém.

2. Pieradit: ja sakuma tiesi viens diplomats biitu seédejis pret savu plaksniti, tad ir iespejams, ka vini apsedusies ta, ka,
pagrieZot galdu, nav iespéjams panakt, ka pret savu plaksniti atradisies vairak par vienu diplomatu.

Risinajums.
1. Apalais galds var atrasties kada no 13 pozicijam, kuras var iegiit galda pagrieSanas rezultata. Katrs diplomats pret

savu plaksniti atradisies tiesi viena no §im 13 pozicijam. Sanumureésim pozicijas ar skaitliem no 1 1idz 13 un katrai
pozicijai 7, 1 < i <13, ar p; apzimesim to diplomatu skaitu, kas $aja pozicija atrodas pret savu plaksniti. Tad

p1+...+p13=13,
jo katrs diplomats pret savu plaksniti atradisies tiesi viena no $im 13 pozicijam.

Zinams, ka vismaz vienai pozicijai i atbilstosa vertiba ir p; = 0, jo sakotnéji neviens no diplomatiem nav apséedies
preti savai plaksnitei. Saskana ar Dirihlé principu, ir tada pozicija j, kam p; = 2 (pret€ja gadijuma p; +...+ p13 < 12,
jo visi saskaitamie neparsniedz 1 un viens no saskaitamajiem ir 0). Tatad, pagrieZot galdu j-taja pozicija, vismaz 2
diplomati atradisies pret savu plaksniti.

2. Pienemsim, ka diplomati sanumureéti ar skaitliem no 1 lidz 13 un plaksnites uz galda sakartotas péc numuriem
pretéji pulkstenraditaja virzienam. Tad, ja diplomati apsedusies ta, ka 1. diplomats atrodas pret savu plaksniti, bet
paréjie diplomati izkartojusies pulkstenraditaja virziena, t. i., j-tais diplomats (2 < j < 13) atrodas pret plaksniti ar
numuru 15— j (sk. 1. zimeéjumu), tad izpildas uzdevuma prasitais.

11 12

1. zim.

Ja galdu pagriez ta, lai i-tais diplomats sez pret savu plaksniti, tad j-tais diplomats (j # i) atrodas j — i vietas
pulkstenraditaja virziena no i-ta diplomata, bet j-ta plaksnite atrodas j — i vietas pretéji pulkstenraditaja virzienam no
i-ta diplomata. Ta ka 13 ir nepara skaitlis, tad nav iespéjams, ka j-tais diplomats seéZ pret savu plaksniti.



