Kombinatorisku sakaribu pamatoSana

1. Divejada skaitiSana

Divejada skaitiS8ana izmanto acimredzamu faktu: ja vieni un tie pasi objekti tiek skaititi divos daZzados veidos, tad abos
gadijumos tiek ieglita viena un ta pati atbilde.

Tipisks un labi zinams 81 principa piemers ir rindu / kolonnu summu saskaiti$ana tabula: ja tabula ierakstiti skaitli,
tad, saskaitot visu rindu summas, iegisim tadu pasu skaitli ka saskaitot visu kolonnu summas. St noverojuma iemesls, pro-
tams, ir tads, ka abos gadijumos tiek iegiita visu tabula eso$o skaitlu summa.

1. piemers. Dota tabula ar izmériem 8 x 8; vai ir iespéjams $aja tabula katra $iina ierakstit pa veselam skaitlim ta, lai
vienlaikus

1. ir tiesi tris tadas kolonnas, ka katra no tam ierakstito skaitlu summa ir para skaitlis,

2. ir tieSi Cetras tadas rindas, ka katra no tam ierakstito skaitlu summa ir nepara skaitlis?

Risinajums. Ne, tas nav iespéjams. Pienemsim pretejo, ka to ir izdevies izdarit. Apzimesim i-taja rinda ierakstito
skaitlu summu ar r; un j-taja kolonna ierakstito skaitlu summu ar c;. Tad no pienémuma izriet, ka starp skaitliem ¢, cz,
..., cg ir tiesi tris para skaitli (un lidz ar to tie$i pieci nepara skaitli), savukart starp skaitliem ry, o, ..., rg ir tiesi Cetri para
un Cetri nepara skaitli.

Tatad c; + ¢2 +...+ cg ir nepara skaitlis (ka piecu nepara un tris para skaitlu summa), savukart ry + 7, +...+rg ir para
skaitlis (ka ¢etru nepara un cetru para skaitlu summa). No otras puses ¢} + ¢z +...+ cg = 1] + I'2 +... + 1g, jo §is vienadibas
abas puses ir visu tabula ierakstito skaitlu summa. Ta¢u nepara skaitlis nevar biit vienads ar para skaitli — pretruna. Tatad
pienémums, ka tabula var ierakstit skaitlus prasitaja veida, bijis aplams.

Cits tipisks §1 principa piemers ir t.s. rokasspiedienu lemma.

2. piemers. Pienemsim, ka kada konferencé satikas n zinatnieki, dazi no viniem sava starpa sarokojas (jebkuri divi
zinatnieki sava starpa sarokojas ne vairak ka vienu reizi). Pieradit, ka zinatnieku skaits, kas izdarija nepara skaitu ro-
kasspiedienu, ir para skaitlis!

Risinajums. Apzimeésim zinatniekus ar Z;, 2, ..., Z,. Saskaitisim divos daZados veidos, cik ir tadu sakartotu paru
(Zi, Z}), ka Z; ir sarokojies ar Z; (ta ka meés apskatam sakartotus parus, tad (Z;, Z;) # (Z}, Z;), ja delegati ir dazadi, t.i.,
Zi # Zj).

Ar x; apzimesim cilvéku skaitu, ar ko sarokojies zinatnieks Z;j; ar y apzimeésim kopé€jo izdarito rokasspiedienu
skaitu. Tad
1. no vienas puses, kopéjais tadu sakartotu paru (Z;, Z;), ka Z; ir sarokojies ar Z;, skaits ir 2, jo péc katra rokasspie-
diena (pieméram, starp diviem zinatniekiem Z; un Z;) rodas divi pari (pieméra - (Z;, Z;) un (Z;, Z;));
2. no otras puses, no summas likuma izriet, ka $adu paru skaits ir vienads ar xj + x2 +... + x;, jo katram zinatniekam

Z; tadu zinatnieku Zj, ar kuru Z; ir sarokojies, var izvéléties x; veidos.

Tatad x; + X2 +...+ x, =2y. Taka x; + x +... + x,, ir para skaitlis, tad ir para skaits tadu x; vertibu, kas ir nepara skaitlis,
t.i,, ir para skaits tadu zinatnieku Z;, kas ir izdarijusi nepara skaitu rokasspiedienu.




So uzdevumu ari var atrisinat, sastadot tabulu. Izveidosim 7 x n tabulu, kuras elementi ir 0 vai 1; tas i -taja rinda
un j-taja kolonna ierakstito skaitli apzimésim ar T; ;. Tabula tiek aizpildita pec sekojosa principa: ja zinatnieks Z; ir
sarokojies ar zinatnieku Z;, tad T; ;j = 1, pretéja gadijuma T; ; = 0.

Ieverosim, ka

* tabula ir simetriska, t.i., T; j = T}, jo zinatnieki Z; un Z; vai nu ir sarokojusies (tad T; ; = Tj,; = 1), vai nav (tad
T;j=T;;=0)
* tabulas diagonale ierakstitas nulles: T; ; = 0, jo zinatnieki nesarokojas pasi ar sevi.
Tada gadijuma skaitlis x; = T;1 + T; 2 + ... + T; , ir vienads ar zinatnieka Z; izdarito rokasspiedienu skaitu. Savukart
X1+ X2 +...+ Xxp ir visu tabula ierakstito skaitlu summa. No otras puses, ta ka tabula ierakstits para skaits vieninieku,

tad visu tabula ierakstito skaitlu summa ir para skaitlis, lidz ar to x; + x» + ... + x;, ir para skaitlis. Lidzigi ka ieprieks,
secinam, ka ir para skaits tadu zinatnieku Z;, kas izdarijusi nepara skaitu rokasspiedienu.

Divejadas skaitiS8anas panémienam ir daudz lietojumu dazados kombinatoriskos piemeéros: ar to var
* pieradit, ka neeksisté vajadziga objektu konfiguracija (skat. 1., 4., 6. un 8. piemeérus);

¢ pieradit dazadas identitates: ja izdodas paradit, ka pieradamas vienadibas a = b abas puses apraksta viena un to pasu
lielumu (t.i., parada, ka S = a un S = b, kur S ir kads lielums, kuru aprekinajam divos dazados veidos), tad no ta izriet
vienadibas a = b patiesums. S1ideja izmantota, pieméram, nakamas nodalas identitates (6) pieradijuma.

¢ pieradit nevienadibas: ne vienmér mis intereséjoso lielumu iespéjams precizi aprekinat; tacu, ja, skaitot viena veida,
ieglistam, ka S = a, bet, skaitot cita veida, ieguistam S < b (kur S ir kads nezinams lielums, kuru divos dazados veidos
novertéjam), tad ir pamatota nevienadiba a < b. S1ideja izmantota ari 7. piemeéra.

2. Binomialo koeficientu ipasibas

Kombinaciju skaitu C¥ meédz saukt par binomialajiem koeficientiem, jo tie paradas ka koeficienti Nitona binoma
(identitate (3)) formula. Siem skaitliem izpildas daudzas identitates, no kuram pazistamakas uzskaititas talak:

ck=cn -+, O<ks<n 1)
cky k= gkl O<k<n @)
(a+b)"=C%a"+Cla" b+ C2a"2b* +...+ C" 2@ b + C" Lab ! + CD", a,beR 3)
Co+Ch+...+Cl=2" @
Cl-cl+C2-C3+...+(-1D"C'=0 (5)
1-Cl+2.C2+...+n-Cl'=n-2""1, n=1 (6)
(€O +(Ch)?+...+(Ch)* =L, )
Pieradijumi

Visbiezak izmantotie panémieni dazadu binomialo koeficientu identitasu pieradisanai ir $adi:
* vienadibas CX = k,(%k), un algebrisku parveidojumu izmanto$ana;
¢ matematiskas indukcijas metode;

* konkretu vertibu ievietoSana a un b vieta Nutona binoma formula (un dazadu parveidojumu veik$ana pirms vai pec
ievietoSanas);

e interpretaciju metode: pamato, ka pieradamas vienadibas abas puses apraksta dazado veidu skaitu, ka izpildit kadu
kombinatorisku uzdevumu.

Vienadiba
ck=cr* o<ks<n.

1. pieradijums. Izmantojot formulu C¥ aprékinasanai, iegistam
n! n!
ck= = =crk
" kn-k)! m-kn-m-k) "




O

2. pieradijums. C,’§ ir vienads ar dazado veidu skaitu, ka no dotiem n elementiem izveléties k elementus, kurus ieklaut
nesakartotaja izlase. Tacu izveleties izlasé ieklaujamos k elementus ir tas pats, kas izveléties n— k elementus, kurus neieklaut
izlase. T.i., veidu skaits, ka izveleties k elementus (no n), ir vienads ar veidu skaitu, ka neizveléties n — k elementus. O

Vienadiba

ckyckl=cktl o<k<n.

1. pieradijums. Izmantosim C,]§ formulu:

C’,§+C’,f+1— n! n! _ nl-(k+1) N n-(n-k) n!-(n+1) k4l

_k!(n—k)!+(k+1)!(n—k—1)!_(k+1)!(n—k)! (k+D!n-k)! (k+DI((n+1)—(k+1)

O
2. pieradijums. C’,jjj ir vienads ar dazado veidu skaitu, ka no 7 + 1 elementiem izvéléties k + 1 elementu. Ar a apzime

patvaligu elementu no dotajiem 7 + 1 elementiem. Tad k + 1 elementu nesakartotu izlasi (no dotajiem n + 1 elementiem) var
izvéleties viena no diviem veidiem:

1. izvelas tadu k + 1 elementu izlasi, kas nesatur a; tad jaizvelas k + 1 elements no rn atliku$ajiem elementiem, ko var
izdarit CX*! veidos;

2. izlase ieklauj a un vél k citus elementus; tad no n elementiem, kas atskiras no a, jaizvélas vél k elementi, ko var izdarit
Ck veidos.

No saskaiti$anas likuma izriet, ka k + 1 elementu izlasi var izvéléties C<*1 + CX veidos. O
Vienadiba

(a+b)"=Cla" +Cha" 'b+Cia" ?b* +...+ CI2a*b" * + C" ab™ ' + CID", a,beR

ir t.s. Nuitona binoma formula, kuru var pieradit ar matematisko indukciju.

Vienadiba
Cl+Cl+...+Cl=2",

1. pieradijums. Sadu vienadibu iegiistam, ievietojot Niitona binoma formula a=b = 1. O
2. pieradijums. Pienemsim, ka dota kopa ar n elementiem. Skaitlis C’,§ ir vienads ar §1s kopas visu to apakskopu skaitu,
kuru apjoms ir k. Tad

 CY%+C), ir visu to apakskopu skaits, kuru apjoms neparsniedz 1;
e CY+CJ + C? ir visu to apakskopu skaits, kuru apjoms neparsniedz 2;

e CY+CL+C2+C3 irvisu to apakskopu skaits, kuru apjoms neparsniedz 3;

e CY+CL+...+Cirvisu to (dotas kopas) apakskopu skaits, kuru apjoms neparsniedz 7.

No otras puses, dotas kopas jebkuras apakskopas apjoms neparsniedz n. Tatad C+C}.+...+C" ir visu dotas kopas apakskopu
skaits. Iepriekséja nodarbiba pamatojam, ka kopai ar apjomu # ir tiesi 2" apakskopas, no ka arl izriet vajadziga vienadiba. O

Vienadiba
Cl-CLl+C2-CB +...+(-1)"C" =0.
Pieradijums. Vienadiba tiek iegiita, ja Nutona binoma formula ievietoa=1,b = —1. O
Vienadiba

1-Cl+2.C2+...+n-C'=n-2""1

1. pieradijums. Kreisas puses izteiksme izsaka veidu skaitu, ka no n deputatiem var izveleties komisiju un péc tam no
komisijas locekliem izveleties ar1 priekSsedetaju:



1. ja komisija ir k locekli, tad tos no visiem n deputatiem var izvéléties CX veidos;
. no k komisijas locekliem priek§sedetaju var izveleties CllC = k veidos;

. tatad k loceklu komisiju un priek3sedetaju var izveleties kC,’g veidos;

=W

. komisija var buit 1 vai 2, vai 3, vai ..., vai n locekli, tatad no saskaitiSanas likuma izriet, ka komisiju ar priek§sedetaju
var sastadit
Cl+2C+.. . +(n-1C* 1 +nCh
dazados veidos.
No otras puses, veidu skaitu, ka izveléties komisiju un priek§sedetaju, var saskaitit ari citadi: vispirms izvelas priek3sedéetaju
(to var izdarit C} = n veidos) un péc tam — jebkuru apakskopu no atlikusajiem n — 1 deputatiem (to var izdarit 2"~ veidos).
Tatad komisiju ar priek§sédétaju var sastadit n-2"~! dazados veidos. Secinam, ka

1-Cr+...+n-Cl=n-2""1,
Piezime. Ekvivalenti pieradito vienadibu var pierakstit forma

ClCh+CyC2+...+CilCk+ .+ Chc =271l

O
2. pieradijums. Nitona binoma formula ievietosim a = 1, b = x, iegistot vienadibu
A+x0)"=Cl+Clx+C2x® +...+ CI2x"2 4 C" x4 Oy,
Atvasinot vienadibas abas puses péc x, iegiistam vienadibu
n(l+x0" 1 =Cl+2C2x+3C3x* +...+ (n-2)CP 24" 3 + (n-1)C" X"+ nCl X",
Ievietojot Saja vienadiba x = 1, iegiist vajadzigo vienadibu. O

Vienadiba ) ) .
(C) +(Ch) +...+(CH) =Cp.

Pieradijums. Doto nevienadibu, saskana ar (1), var ekvivalenti parveidot forma

clcr+clertycier . +cich =

Pienemsim, ka parlamenta ir 2n deputati (sanumurésim vinus no 1 1idz 2n), no kuriem ir jaizveido n deputatu komi-
sija. To var izdarit C;' daZados veidos. Paradisim, ka ari vienadibas kreisa puse apraksta, cik dazados veidos var izveidot $adu
komisiju.

Sauksim deputatus ar numuriem 1, 2, ..., n par pirmo grupu, bet deputatus ar numuriem n+1, n+2, ..., 2n par otro
grupu.

Ieverojam, ka izveidojama komisija var bt

e visi n deputati no pirmas grupas (no pirmas grupas tos var izvéléties C,! veidos) un neviens deputats no otras grupas
(no otras grupas neizvéléties nevienu deputatu var C9 veidos); kopéjais $adu komisiju skaits, saskana ar reizinasanas
. . 0 .
likumu, ir C;, C}};
 n-1deputats no pirmas grupas (kurus var izvéléties C"*~! veidos) un viens deputats no otras grupas (kuru var izvéléties
C }l veidos); kopéjais $adu komisiju skaits ir C}l C ;}_1 ;
» n—2 deputati no pirmas grupas (kurus var izvéléties C'~2 veidos) un divi deputati no otras grupas (kuru var izvéléties
C? veidos); kopéjais $adu komisiju skaits ir C2 C"*~?;

* viens deputats no pirmas grupas (kuru var izvéléties C} veidos) un n — 1 deputats no otras grupas (kurus var izvéléties
C,’j’l veidos); kopéjais §adu komisiju skaits ir C}l C,’{’l;

* neviens deputats no pirmas grupas (no pirmas grupas neizvéléties nevienu deputatu var C9 veidos) un visi n deputati
no otras grupas (kurus var izvéléties C” veidos); kopéjais $adu komisiju skaits ir C% C”.

Taka jebkura n deputatu komisija var tikt sastadita tie$i viena no aprakstitajiem veidiem, tad saskana ar saskaitiSanas likumu
kopejais dazado veidu skaits, ka izveidot $adu komisiju, ir

clcr+clerty e 2+...+Crch.



3. Piemeri no matematikas olimpiadem

3. piemers (Latvijas 53. mat. olimpiade, 3. posms). “Tabula”

1 2 3 4 5
3 5 7 9
8 12 16
20 28
48

augseja rindina ierakstiti naturalie skaitli no 1 1idz 5; nakamajas rindinas katrs skaitlis vienads ar abu virs ta uzrakstito

naturalie skaitli no 1 1idz 2003 ieskaitot?

Risinajums. Aplukosim, kads skaitlis ierakstits tabulas virsotne, ja aug$éja rindina ierakstiti » skaitli x;, ..., x,. Ja
n =1, tad tabula sastav tikai no vienas rindinas un viena skaitla x; un tabulas virsotne ierakstits x; = Cg X1.

Ja n =2, tad tabula ir

X1 X2
X1+ X2
un tas virsotné ierakstits x; + xp = Cx; + C} x,.
Ja n = 3, tad tabula ir
X1 X2 X3
X1+ X2 X2 + X3
X1 +2x2+ X3

un tas virsotné ierakstits xj +2x, + x3 = Cx1 + C; xo + C5 X3.

Ar matematisko indukciju pieradisim $adu apgalvojumu: ja aug$éja rindina ierakstiti n skaitli x1, ..., x,, tad tabu-
las apaksa ierakstitais skaitlis ir
0 1 -1
Ch1x1+C,_1X2+...+Cl "  xp.

Indukcijas baze jau ir paradita. Pienemsim, ka apgalvojums ir patiess naturalam » un pamatosim to gadijuma, kad
tabulas T pirmaja rindina ierakstiti n + 1 skaitli x3, ..., X, x,+1. Noskaidrosim, kadi skaitli ir ierakstiti $adas tabulas
pirmspedeja rindina (kur ierakstiti tikai divi skaitli).

Ja tabula T katra rindina atmet skaitli, kas ierakstits pirmaja pozicija pa kreisi, iegtist analogiski sastaditu tabulu,
kuras pirmaja rindina ierakstiti n skaitli xy, ..., X, X,+1. Saskana ar induktivo pienémumu, $adas tabulas virsotne (kas ir
sakotneéjas tabulas T pirmspédeéjas rindinas pa labi ierakstitais skaitlis) ir ierakstits skaitlis

L=C 13+ Cp_1x3+...+ Cl 22, + CI L.

Ja tabula T katra rindina atmet skaitli, kas ierakstits pirmaja pozicija pa labi, iegiist analogiski sastaditu tabulu, kuras
pirmaja rindina ierakstiti » skaitli x1, ..., x,. Saskana ar induktivo piepémumu, $adas tabulas virsotne (kas ir sakotnejas
tabulas T pirmspédejas rindinas pa kreisi ierakstitais skaitlis) ir ierakstits skaitlis

0 1 n-1
K=C,_1x1+C,_1x2+...+C, -1 xp.

Tatad tabulas T pedeja rindina ierakstiti skaitli K un L; to summa, kas ierakstita T virsotneé, ir

_ 0 0 1 1 2 n-2 n—1 n-1
K+L=Ch_1x1+(Ch_1+Cp_q)x2+(Cpy +Ci_y) X3+ ...+ (CRZ7 + ChZy) X+ ChZy Xp1.

Saskana ar binomialo koeficientu ipasibam,
0 _q_n0
Cn—l =1= Cn’
-1
Chiii=1=Cy,

Cl,f:% +Cl,§_1 = Cl,i, katram k=1,2,...,n—1.




Tatad T virsotne ierakstitais skaitlis ir
K+L=Co%x1 +Chxo+C2x3+...+ C" 1y + Cllxppyy
un induktiva pareja ir pabeigta.
Lidz ar to, ja tabula pirmaja rindina ierakstiti skaitli no 1 1idz 2003, tabulas virsotné ierakstits skaitlis
0 1 2 2001 2002
Cs002 +2C5002 +3C500p + ... +2002C55, +2003C5; -
Vienkarsosim $o izteiksmi. Ievérosim, ka to var pierakstit ka
0 1 2001 | ~2002 1 2 2001 2002
(C2002 + Ca0z + - + Cag02 + Ca002) + (Cag02 +2C3002 + - - + 2001 Cgpp +2002C5003) -
Saskana ar identitatém (4) un (6), pirmajas iekavas ierakstitais skaitlis ir 22002 het otrajas ierakstits skaitlis 2002 - 22001
Lidz ar to aplukojamas tabulas virsotne ierakstitais skaitlis ir

22002 4 2002 - 22001 = 22002 4 1001 . 22092 = 1002 - 22902 = 501 - 22093,

4. piemers (Latvijas 61. mat. olimpiade, 2. posms). Pieradit, ka neeksiste daudzskaldnis, kuram ir nepara skaits skaldnu
un katrai skaldnei ir nepara skaits virsotnu.

Risinajums. Katra Skautne ir mala tieSi divam skaldném, tatad divkarSots daudzskaldna skautnu skaits ir vienads ar
visu skaldnu malu skaitu summu, tapéc §1 summa ir para skaitlis. Bet nepara skaita nepara skaitlu summa ir nepara skait-
lis, pretruna. Tatad neeksiste daudzskaldnis, kuram ir nepara skaits skaldnu un katrai skaldnei ir nepara skaits virsotnu.

5. piemers (Latvijas 60. mat. olimpiade, 2. posms). Ap apalu galdu séZ zeni un meitenes, zenu ir tris reizes vairak neka
meitenu. Tadu vietu, kur blakus séZ zéns un meitene, ir divreiz mazak neka parejo vietu (t.i., tadu, kur blakus séz vai nu
Z€ns un zéns, vai meitene un meitene). Kads ir mazakais iespéjamais bérnu skaits?

Risinajums. Apzimesim meitenu un zenu skaitu attiecigi ar m un z, tad z = 3m un kopéjais bérnu skaits ir 4m.

Jair a paru "zéns-meitene” skaits, tad citu paru ir 2a, tatad pavisam ir 3a paru. Tapéc 3a = 4m. Tatad m jadalas ar
3 un ir vismaz 12 bérni. Pieméru ar 12 bérniem sk. 1. zim.:

6. piemers (Latvijas 41. atklata mat. olimpiade). Katram marsietim ir tris rokas un dazas antenas. Visi marsiesi sadevas
rokas (katrs marsietis sadevas rokas ar 3 citiem marsieSiem ta, ka visas rokas bija aiznemtas). Izradijas, ka katriem diviem
marsieSiem, kas bija sadevusi rokas, antenu skaits atskiras tiesi 6 reizes. Vai kopé€jais antenu skaits visiem marsieSiem var
but 2014?



Risinajums. ledomasimies, ka katram marsietim katra roka ir tik margrietinu, cik vipam ir antenu. Tada gadijuma
margrietinu kopéjais skaits bus tris reizes lielaks neka kopéjais antenu skaits, t.i., margrietinu skaits biis 3 -2014.

No otras puses péc uzdevuma dota ("antenu skaits atskiras tiesi 6 reizes”) katras divas savienotas rokas kopa
tur margrietinu skaitu, kas ir skaitla 7 daudzkartnis (ja vienam marsietim viena roka ir x margrietinas, bet otram — 6x
margrietinas, tad abiem kopa ir 7x margrietinas). Tatad margrietinu kopéjam skaitam jadalas ar 7, bet 3-2014 = 3-2-19-53
nedalas ar 7. Lidz ar to esam paradijusi, ka kopéjais antenu skaits nevar bt 2014.

7. piemers (Latvijas 55. mat. olimpiade, 3. posms). Kada universitaté strada n profesori, n = 2. Katrs profesors lasa
lekcijas. DaZi no viniem klausas citu profesoru lekcijas. Ir zinams, ka

* neviens neklausas savas lekcijas,
* ja Aklausas B lekcijas, tad B neklausas A lekcijas,
* ja Air profesors un B ir profesors, tad var atrast tadu profesoru C, kas klausas gan A lekcijas, gan B lekcijas.
1. Pieradit: universitate var stradat 7 profesori.
2. Kadas vél var bt n vertibas?
Risinajums
1. Apzimesim profesorus ar py, po, ..., p7. Tad klausitaju kopas K; (K; — to profesoru kopa, kas klausas profesoru p;)
var but §adas:
Ky ={p2; p3; pa}, K2 = {p3; ps; pe}, Kz = {pa; ps; pr}, Ka = {pa; pe; p7}, Ks = {p1; pa; pe}» Ke = {p1; p3; pr}, Kz = {p1; pa; ps} -
2. Ja n profesoriem prasitas kopas ir konstruétas, tad pievienojot vél vienu profesoru, kuru klausas visi ieprieksejie n
profesori, iegiistam "klausi$anas sistemu” n + 1 profesoram. Tatad var but ari n =8;9;..., t.i.,, dervisin=7.
Pamatosim, ka noteikti jabut n = 7.
Vispirms pieradisim, ka katru profesoru A klausas vismaz 3 citi profesori:
* japrofesoru A klausitos tikai B, tad neviens profesors neklausitos A un B (pretruna ar doto);

* ja profesoru A klausitos tikai B un C, tad profesorus A un B varetu klausities tikai C, bet profesorus A un C
varetu klausities tikai B. Tacu tad B un C klausas viens otra lekcijas — pretruna ar doto.

Divejadi novertesim, cik ir tadu sakartotu profesoru paru (A, B) ar ipasibu ”B klausas A lekcijas”. No vienas puses,
no nupat pieradita izriet, ka $adu paru ir vismaz 3n (jo par A var izvéléties jebkuru no n profesoriem un ir vismaz
tr1s profesori, kurus var nemt par B). No otras puses, $adu paru nav vairak ka kopejais nesakartotu profesoru paru

skaits C2 = W, jo nav divu profesoru, kas klausitos viens otru.

Tatad 3n < @, no kurienes iegiistam, kan—1=6jebn=7.

8. piemers (Latvijas 57. mat. olimpiade, 3. posms). Katra n-stiira prizmas virsotne ierakstits vai nu +1, vai —1. Zinams,
ka katras skaldnes virsotnés ierakstito skaitlu reizinajums ir —1. Vai var but, ka

1. n=4,
2. n=10?
Risinajums

1. Ja. Piemeram, divas pretejas kuba virsotnes ieraksta —1, bet citas ieraksta +1.

2. Ne. Pienemsim pretéjo, ka ir izdevies to izdarit. Divejadi aprekinasim visu ierakstito skaitlu reizinajumu P.
No vienas puses, P = P; - P, kur P; un P, ir attiecigi prizmas pamatos ierakstito skaitlu reizinajumi. No dota izriet,
ka Py =P, =-1,tatad P =1.
No otras puses, P = a; - ay - a3 - a4 - as, kur a; ir piecu sanu skaldnes ierakstito skaitlu reizinajums (nemot ik otro
skaldni); no dota izriet, ka a; = —1, tipéc P = (—1)° = —1.
Iegiistam, ka —1 = P = 1 — pretruna. Tatad pienémums, ka n = 10 gadijuma ir iesp€jams skaitlus $adi ierakstit, bijis
aplams.



