Kombinatorikas pamati

1. Kopu teorijas elementi

1.1. Kopas jédziens

Kopa ir matematikas pamatjedziens, kas netiek definéts. Ar kopu saprot dazadu objektu (skaitlu, priek§metu u.c.)
apkopojumu péc kadas kopigas pazimes vai Ipasibas. Pieméram, olimpiades dalibnieku kopa, naturalo skaitlu kopa, dota
rinka linija ievilktu Cetrstiiru kopa u.tml.

Par kopas elementiem sauc objektus, no kuriem sastav kopa.

Kopu uzskata par uzdotu, ja par katru objektu var pateikt, vai tas $ai kopai pieder vai nepieder. Kopu var uzdot,
pieméram, uzskaitot visus tas elementus (iespejams tikai tad, ja So elementu skaits ir galigs), vai arl noradot tadu kopas
elementu ipasibu, kas lauj parbaudit, vai kads objekts pieder kopai.

Ja kopa vispar nav elementu, to sauc par tukSo kopu un apzime ar @. Ja kopa satur galigu skaitu elementu, to sauc
par galigu kopu (pieméram, kadas klases visu skolenu veidota kopa), bet kopas, kuras elementu ir bezgaligi daudz, sauc par
bezgaligam kopam (piemeram, realo skaitlu kopa).

1. piemers. Aplikosim daZus kopu piemeérus.

e A={1;2;3} - kopa, kas sastav no trim elementiem: skaitliem 1, 2 un 3. Seit arl redzams veids, ka uzdot galigu kopu:
figuriekavas uzskaitot visus tas elementus.

e B= {nz \ n ir naturals skaitlis} - kopa, kas sastav no naturalo skaitlu kvadratiem. Seit redzams cits veids, ka uzdot
kopu: ar raksturigo pazimi, t.i., noradot pazimi, péc kuras var noteikt, vai kads objekts ir vai nav kopas elements.
Saja pieraksta zime “|” nozimé “kur’, t.i., kopa B sastav no skaitliem forma n?, kur n ir jebkurs$ naturals skaitlis.
Izmantojot naturalo skaitlu kopas apziméjumu N (sk. nakamo nodalu), kopu B var pierakstit ka B = {n?/ n e N}.

e D={xeR \ x® = x} - kopa, kas sastav no visiem tiem realajiem skaitliem (sk. nakamaja nodala apziméjumu R), kas
ir vienadojuma x> = x atrisinajumi. Var ievérot, ka D = {—1;0;1}.

e E={xeR \ P +1= 0} - kopa, kas sastav no visiem tiem realajiem skaitliem, kas ir vienadojuma x? +1 = 0 atri-
sinajumi. Ta ka tadu realu skaitlu nav, tad E = @.

o F= {a eN \ a? < 8} — kopa, kas sastav no tiem naturalajiem skaitliem, kuru kvadrati ir mazaki neka 8. Ta ka tadi
naturali skaitli ir tikai 1 un 2, tad F = {1;2}.

* G = {xe [RZ\ 1<x< 27} - kopa, kas sastdv no visiem tiem realajiem skaitliem, kas ir divkar$as nevienadibas
1<x3<27 atrisinajumi. Var ieverot, ka $1 kopa ir intervals: G = (1;3].

e P={neN|nir pirmskaitlis} - visu pirmskaitlu kopa.

Svarigi ieverot, ka kopa nav svariga tas elementu seciba, t.i., mainot kopas pieraksta elementu secibu, kopa nemainas.
Piemeram, {1;2;3} = {3;1;2}.

Jakopa Air galiga, tas elementu skaitu sauc par $is kopas apjomu un apzime ar | A|. Tuksas kopas apjomu uzskata par
vienadu ar nulli: |@| = 0.

Lai noraditu, ka kads objekts a ir kopas A elements (jeb ka objekts a pieder kopai A), lieto pierakstu a € A. Lai
noraditu, ka objekts a nepieder kopai A, lieto pierakstu a ¢ A.



Pienemsim, ka apskatam divas kopas A un B. Ja katrs kopas B elements ir ar1 kopas A elements, tad saka, ka B ir kopas

A apak$kopa un pieraksta B c A.

Divas kopas A un B sauc par vienadam (un pieraksta A = B) tad un tikai tad, ja tas sastav no vieniem un tiem pasiem

elementiem, t.i., katrs kopas A elements ir ari kopas B elements un katrs kopas B elements ir ari kopas A elements. Kopam
Aun B izpildas vienadiba A = B tad un tikai tad, ja Ac Bun Bc A.

1.2.

Turpinot iepriek$ejo piemeru,

o Kopas A un F ir galigas; savukart B un G ir bezgaligas, jo gan B, gan G satur bezgaligi daudzus elementus.

(o]

Kopas A apjoms ir 3, jo ta satur tris elementus; ar1 D apjoms ir 3: |A| = |D| = 3, bet A # D. Ka redzams, kopas var biit
dazadas pat tad, ja to apjomi ir vienadi. Savukart |F| = 2, jo F satur divus elementus.

[}

2,5¢ A, tacu 2,5€ G.

o

Kopa {2} ir kopas A apakskopa (jo A satur elementu 2): {2} c A.

Nozimigakie kopu piemeri

Atgadinasim svarigakas skaitlu kopas, dazas no kuram izmantojam jau iepriekséja nodala:
Naturalo skaitlu kopa N — sastav no skaitliem 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; ...

Veselo skaitlu kopa Z - sastav no naturalajiem skaitliem, nulles un naturaliem skaitliem pretejiem skaitliem: ...; -4; -3;
-2;-1;0;1;2; 3;4; ...

k

Racionalo skaitlu kopa @ — sastav no visiem skaitliem, kurus var izteikt forma —, kur k ir vesels skaitlis, bet n ir na-
n

turals skaitlis. Visus racionalos skaitlus var pierakstit ka galigus decimaldalskaitlus vai ar1 bezgaligus periodiskus de-

cimaldalskaitlus (varbiit ar priekSperiodu).

Realo skaitlu kopa R - visplasaka no §im kopam; taja ietilpst gan visi racionalie skaitli, gan ari visi bezgaligie neperio-
diskie decimaldalskaitli (piemeéram, 7, e).

Ieverosim, ka katrs naturals skaitlis ir ari vesels, tatad N c Z. Katrs vesels skaitlis ir arl racionals, tatad Z c . Katrs racionals
skaitlis ir ar1 reals, tatad Q c R. Lidz ar to

NcZcQcR.

Nozimigakas skaitlu kopas

¢ Naturalo skaitlu kopa N ={1; 2; 3; 4; ...};

¢ Veselo skaitlukopaZ={...; -4; -3; —=2; -1;0; 1;2; 3; 4; ...} ={-n, 0, n|neN};
L . k
¢ Racionalo skaitlu kopa Q = P keZ, neNg;

¢ Realo skaitlu kopa R.

No skolas kursa ir zinamas vel tadas nozimigas skaitlu kopas ka intervali: pienemsim, ka a < b ir reali skaitli, tad runa

par $adiem galiga garuma intervaliem:

slégtais intervals [a; b] = {x e R|a < x < b};

e valgjais intervals (a; b) = {xeRla<x < b};

L]

pusvalgjie intervali (a; b] = {xeR|la<x<b}un [a;b) = {xeR|a< x < b}.

Tapat medz izmantot bezgaligos intervalus: ja a ir reals skaitlis, tad

L]

(—ooja)={xeR|x<a}un (—oo;al ={xeR|x < a}
(a;+00) ={xeR|x>a}un [a;+00) = {x e R| x = a}.

Visi intervali ir realo skaitlu apakskopas, turklat visi Sie intervali ir bezgaligas kopas (jo satur bezgaligi daudzus ele-

mentus).



1.3. Darbibas ar kopam

Kopu apvienojums

Par kopu A un B apvienojumu sauc kopu, kas sastav no tiem elementiem, kas pieder vismaz vienai no kopam A vai
B. Kopu A un B apvienojumu apzime ar AU B.

AuB:{x‘xeAvaixeB}.

1. zim. Kopas A un B ir rinki plakng; iekrasota dala — kopa Au B.

2. piemers.

* Pienemsim, ka kopa A ir visi tie veselie skaitli, kuru kvadrati ir mazaki neka 10, bet kopa B ir visi tie naturalie skaitli,
kas ir robeZas starp 2 un 7:

A={aeZ|a® <10} = {-3;-2;-1;0;1;2;3};
B={beN|2=b=7}=1{2;3;4;5,6,7}.
Tad $o kopu apvienojums ir AU B ={-3;-2;-1;0;1;2;3;4;5;6; 7}.

e Pienemsim, ka C un D ir $adi intervali:

C=1[3;5];
D =1[4,7).
Tad $o kopu apvienojums ir Cu D = [3;7).
L | b | |
c 3 x 1 \
3 4 5 7
| r | \
D \ t w 7
3 4 5 7
r | | \
CuD —¢ 1 1 7
3 4 5 7
Var apvienot vairakas kopas; pieméram, par kopu A, Ay, ..., A, apvienojumu sauc kopu, kas sastav no tiem elemen-
o n
tiem, kas pieder vismaz vienai no kopam A vai Ay, ..., vai A,. So apvienojumu apzime ar A; U A, U...U A, vai 'U A;.

i=1

n
A1UA2U...UAn:UA,-:(x‘xeAlvaixeAgvai...VaixEAn .
i=1



Kopu $kélums

Par kopu A un B $kelumu sauc kopu, kas sastav no tiem elementiem, kas pieder gan kopai A, gan kopai B. Kopu A un
B skelumu apzime ar AN B.

AnB:{x

xeAunxeB}.

2. zim. Kopas A un B ir rinki plakné; iekrasota dala — kopa An B.

Turpinasim 2. piemeru.

e Pienemsim, ka kopa A = {—3;-2;-1;0;1;2;3} ir visi tie veselie skaitli, kuru kvadrati ir mazaki neka 10, bet kopa
B =1{2;3;4;5;6;7} ir visi tie naturalie skaitli, kas ir robezas starp 2 un 7. Tad $o kopu $kelums ir An B = {2;3}.

e Pienemsim, ka C = [3;5]; un D = [4,7). Tad $o kopu §kélums ir Cn D = [4;5].

L | b | |
c E 1 ] i
3 4 5 7
| r | \
D i t 1 7
3 4 5 7
| o 1 |
¢nD — : ] |
3 4 5 7
Var $kelt vairakas kopas; pieméram, par kopu A;, Ay, ..., A, Skelumu sauc kopu, kas sastav no tiem elementiem, kas
n
pieder katrai no kopam A; un A,, ..., un A,,. So $kélumu apzimé ar AN A, N...N A, vai ) A;.
i=1

n
AlmAgm...mAnzﬂAi:{x‘xeAl unxeAzun...unxeAn}.
i=1

Gadijuma, ja kopu A un B §kelums ir tuk3a kopa, t.i., AN B = ¢ (citiem vardiem, kopam A un B nav kopigu elementu),
tad A un B sauc par disjunktam jeb neskelosam kopam.

Pieméram, ja X = [1;2] un Y = [3;4], tad X un Y ir disjunktas kopas, jo abiem intervaliem nav kopigu elementu.
r b | | |
X 3 3 \ \
1 2 3 4
| | L 1
Y ! ! r 1
1 2 3 4
Jair vairakas kopas A, ..., Ap, un jebkuras divas no tam ir disjunktas (t.i., visiem 7, j = 1,2,...,n,jai # j, tad A;n A; =
@), tad kopas Ay, ..., Ay, sauc par pa pariem disjunktam.



Kopu starpiba

Par kopu A un B starpibu sauc kopu, kas sastav no tiem elementiem, kas pieder kopai A, bet nepieder kopai B. Kopu
A un B starpibu apzime ar A\ B.

A\Bz{x

xeAunxe:B}.

3. zim. Kopas A un B ir rinki plakng; iekrasota dala — kopa A\ B.

Kopu starpibas definicija ir svariga kopu seciba. Visparigaja gadijuma A\ B nesakrit ar B\ Al

Turpinasim 2. piemeru.

e Pienemsim, ka kopa A = {-3;-2;—1;0; 1;2; 3} ir visi tie veselie skaitli, kuru kvadrati ir mazaki neka 10, bet kopa B =
{2;3;4;5;6; 7} ir visi tie naturalie skaitli, kas ir robezas starp 2 un 7. Tad kopu starpiba A\ Bir A\ B = {—3;-2;-1;0; 1}.
Savukart starpiba B\ Air B\ A = {4;5;6;7}.

e Pienemsim, ka C = [3;5];un D =[4,7). Tad C\ D = [3;4) un D\ C = (5;7).

r | 7 \
c = 1 1 i

3 4 5 7

\ r | N
D i 5 1 7

3 4 5 7
C\D —F ) | |

3 4 5 7
me 1 | -

3 4 5 7

2. Kombinatorikas pamatlikumi

2.1. Saskaiti§anas likums

SaskaitiSanas likums

Ja divas kopas nav vienadu elementu, un pirma kopa satur m elementus, bet otra kopa satur n elementus, tad
izvéleties tadu elementu, kas pieder vienai no abam kopam, var izveléties m + n veidos.

Matematiski precizak $o likumu pienemts formulét ar kopu palidzibu:

Ja dotas divas kopas A un B, kuras nesatur vienadus elementus (t.i.,, kopas A un B ir disjunktas), tad kopas AU B
apjoms vienads ar kopu A un B apjomu summu: |AU B| = |A| +|B|.

Visparigak, ja dotas n kopas A;, Ay, ..., Ay, kuras ir pa pariem disjunktas, tad kopas A; U A, U...U A, apjoms vienads
arkopu A;, Ay, ..., A; apjomu summu:

[AfUAU...UA,|l = A1l +|A2|+...+|Al.



3. piemers. Uz §kivja atrodas 8 zemenes un 7 avenes. Cik daZados veidos var izvéléties vienu ogu?
Risinajums. Viena oga ir vai nu viena avene, vai viena zemene. Vienu aveni var izvéléties 7 veidos, vienu zemeni

var izveleties 8 veidos; saskana ar saskaiti$anas likumu, vienu ogu (t.i., zemeni vai aveni) var izveléties 15 veidos.

4. piemers. Kvadrats ar malas garumu 4 ar paraléliem nogrieZniem ir sadalits 16 vienados kvadratos, sk. 4. zimejumu.
Kads ir kopeéjais kvadratu skaits, kas atteloti 4. zimejuma?

4. zim.

Risinajums. Sadalisim visus 4. zimeéjuma redzamos kvadratus Cetras kopas A;, Az, Az un A4 ta, lai kopa A; saturétu
visus kvadratus ar malas garumu 1, kopa A, — visus kvadratus ar malas garumu 2, kopa Az — visus kvadratus ar malas
garumu 3 un kopa A, - visus kvadratus ar malas garumu 4.

Ir tie$i 16 kvadrati ar malas garumu 1, tatad |A;| = 16. Ir tikai viens kvadrats ar malas garumu 4, tatad |A4| = 1. Var
ieverot, ka | A2 =9 un |As| = 4. Tatad no saskaitiSanas likuma izriet, ka kopejais kvadratu skaits ir vienads ar

|A1| +|As| +|Ag| + A4l =16 +9+4+1 = 30.

2.2. Reizinas$anas likums

Reizinasanas likums

Dotas divas kopas, pirma kopa satur m elementus, bet otra kopa satur n elementus.
Pienemsim, ka no pirmas kopas jaizvelas elements a, bet no otras kopas jaizvelas elements b (neatkarigi no a izveles).
Tad abu elementu pari ”a un b” var izveleties m - n veidos.

Ari 30 likumu ir iespéjams formulét precizak, izmantojot kopas jedzienu:

Ja dotas divas kopas A un B un jaizvelas tadu elementu pari a un b, ka a € A un b € B, tad $adu pari ir iespejams
izveleties | A| - | B| veidos.

5. piemeérs. Anete uz skolu (un atpakal no skolas) var aizbraukt vai nu ar trolejbusu, vai (bez parsesanas) ar kadu no
diviem dazadiem autobusiem, vai (bez parséSanas) ar kadu no Cetriem tramvajiem.

1. Cik daZados veidos Anete var aizbraukt uz skolu?
2. Cik dazados veidos Anete var aizbraukt uz skolu un atpakal?

3. Cikdazados veidos Anete var aizbraukt uz skolu un atpakal, ja atpakalcela vina neizmanto to pasu transporta veidu,
kuru turpcela?




Risinajums.
1. No saskaitiSanas likuma izriet, ka uz skolu Anete var aizbraukt 1 + 2 + 4 = 7 veidos.

2. Uz skolu vina var aizbraukt 7 veidos un atpakal ar1 7 veidos; no reizinasanas likuma izriet, ka dazado veidu skaits,
ka aizbraukt uz skolas un atpakal, ir 7-7 = 49.

3. JaAnete dodas uz skolu ar trolejbusu (1 veida), tad aizbraukt uz majam vina var 2 +4 = 6 veidos, ka doties; kopa §adu
variantu (kad turpcela tiek izmantots trolejbuss) skaits ir 1 -6 = 6. Ja Anete dodas uz skolu ar autobusu (2 veidi), tad
atpakal vina var doties 1+4 = 5 veidos; kopa $adu variantu (kad turpcela tiek izmantots autobuss) skaits ir 2-5 = 10.
Visbeidzot, ja Anete dodas uz skolu ar tramvaju (4 veidi), tad atpakal vina var doties 1 + 2 = 3 veidos; kopa sadu
variantu (kad turpcela tiek izmantots tramvajs) skaits ir 4 -3 = 12. Tatad kopuma ir 6 + 10 + 12 = 28 veidi, ka paveikt
prasito.

6. piemeérs. 5. ziméjuma attelota sesu pilsetu A, B, C, D, E, F un tas savienojo$o celu karte. Pa celu, kas savieno B un
D, drikst braukt tikai virziena no B uz D, pa citiem celiem drikst braukt abos virzienos. Cik dazados veidos var noklit no
pilsetas A uz pilsétu F (ja no kadas pilsetas izbraukts, taja atgriezties vairs nedrikst)?

A

5. zIm. Pilsétu karte

Risinajums. Apzimesim mekléjamo veidu skaitu ar V (F).

Pilséta F var noklut tikai no E, ko var izdarit 2 veidos (izbraukt no F vairs nedrikst, jo tad E tiktu apmekléta otrreiz);
tatad, no reizinasanas likuma, V(F) = 2- V(E), kur V(E) ir veidu skaits, ka pie dotajiem nosacijumiem nokliit no Auz E.

Ja esam iebraukusi pilseta D, tad no tas jabrauc talak uz E (virziena uz B nav atlauts braukt, bet pilséta A jau esam
bijusi). Pilseta D var iebraukt tris veidos:

e paceluno Auz D;
* paceliemno Auz B unno B uz D;
e paceliemno Auz C,no CuzBunno BuzD.
Pilseta E var iebraukt vai nu no D, vai C. Ja neizmanto pilsétu D, tad ir divi veidi:
e paceliemno Auz Cunno C uz E;
* paceliemno Auz B,no BuzCunno CuzE.
No saskaitiSanas likuma izriet, ka V(E) =3 +2 =5.

Tatad veidu skaits, ka aizbraukt no Alidz F, ir 2-5 = 10.



Galigas kopas apakskopu skaits

Viegli parliecinaties, ka, pieméram, kopai {1;2} ir iesp€jamas cetras apakskopas: tuksa kopa @, divas apakskopas, kas
satur pa vienam elementam ({1} un {2}), ka ari sakotneja kopa {1;2}. Viegli saprast: ja sakotnéja kopa sastavetu no citiem
diviem elementiem (pieméram, ta batu kopa {a, b}), tad tai joprojam buitu cetras apakskopas (tuksa kopa, divas apakskopas,
kas satur pa vienam elementam, un sakotnéja kopa).

Visparigak, galigas kopas apakskopu skaits ir atkarigs tikai no dotas kopas apjoma (bet ne no konkrétajiem elemen-
tiem):

Galigas kopas apakskopu skaits

Ja Air kopa, kuras apjoms ir n € N (t.i., A satur tiei n elementus), tad
¢ kopas A visu apakskopu skaits ir 2"*;
¢ kopas A netukso apakskopu skaits ir 2" — 1;
¢ kopas A netukso apakskopu, kas turklat nesakrit ar A, skaits ir 2" — 2.

Pieradijums viegli iegistams, izmantojot reizinaanas likumu.

Pieradijums. Apzimeésim A elementus ar ¢ 1idz a,, t.i.,
A= {aly az, ..., dn}-

Katra A apakskopa iegiistama, izvéloties daZus no Siem z elementiem (varbiit visus, tad iegistam A, varbuit nevienu, tad
iegiistam @). Turklat, dazadam elementu izvelem atbilst dazadas apakskopas.

Apskatam elementu a, . Iespéjami divi gadijumi —ieklaut a; apakSkopa vai neieklaut. Ta ka katram a; ir $adas divas
iespéjas, tad kopas A apakskopu skaitsir2-2-2-....2 =2",

Piemeéram, ja izveléjamies ”a; ieklaut” visiem a;, tad iegtist B = A. Ja izvelejamies ”"a; neieklaut” visiem a;, tad
iegust B = @. O

7. piemers. Pienemsim, ka A = {x;y;z}. Apskatisim, ka var konstruét 3is kopas visas netuksas apakskopas, kas nesakrit
ar pasu A.

” » » »
’ ’

* Izveloties ”x ieklaut”, ” y neieklaut”, "z neieklaut”, iegist apakskopu {x} c 4;

* izvéloties ”x neieklaut”, "y ieklaut”, "z neieklaut”, iegust apakskopu {y} c 4;
” » ” »

* izveloties ”x neieklaut”, ”y neieklaut”, ”z ieklaut”, iegist apakSkopu {z} c A;

” » » »

* izveloties "x ieklaut”, ” y ieklaut”, "z neieklaut”, iegtist apakskopu {x; y} < 4;

” » » »

* izveloties "x ieklaut”, ”y neieklaut”, "z ieklaut”, ieguist apakskopu {x; z} < A;

” » » »

o izvéloties ”x neieklaut”, "y ieklaut”, "z ieklaut”, iegtist apakskopu {y; z} < A.

» »

yieklaut”, ” z ieklaut” palika neizmantotas,

» »

Vel divas iesp€jas: ”x neieklaut”, ” y neieklaut”, ” z neieklaut”, ka ar1 " x ieklaut
jo Sajos gadijumos ieguistam attiecigi tukSo kopu un A.

» » » »
) ’

Naturala skaitla naturalo dalitaju skaits

Cits nozimigs piemers, kur tiek izmantots reizinasanas likums, ir naturalo dalitaju skaita formula.
Pienemsim, ka naturals skaitlis n > 1 ir sadalits pirmreizinatajos, t.i.,
n= pfl . pgz e p’,f{", kur pi,pa,..., pm —dazadi pirmskaitli un ki, ko, ..., k;, — naturali skaitli.

Piezime. Sadu pierakstu sauc par skaitla 7 kanonisko sadalijumu pirmreizinatajos.

Aplukosim, cik dazadu naturalo dalitaju ir skaitlim rn. Skaidrs, ka katra n dalitaja d sadalijuma pirmreizinatajos nevar
paradities citi pirmskaitli ka vien p1, ..., p; (jo dalamajam # jadalas ar katru dalitaja d pirmreizinataju). No otras puses,



dalitajam d nav obligati jadalas ar katru skaitla n pirmreizinataju. Tatad

l I Im
d:pll ’pzz'---‘pm!

kur hy,...,1, e NU{0}. Ieverosim: dazadam kapinataju komplekta /1, ..., [, izvélem atbilst dazadi skaitli d. Atliek noskaidrot,
cik dazados veidos var izveleties kapinatajus [1,..., I, lai iegitais skaitlis d butu skaitla n dalitajs.

Lai d butu n dalitajs, nepiecieSami, lai I; < ky, I < ko, ..., 5 < ki (jakada no §im nevienadibam neizpildas, tad n ne-
dalas ar d). No otras puses, ja §1s m nevienadibas izpildas, tad n dalas ar d un dalijums ir vienads ar pfl_ll : pgz_lz e p’fn'"_l’".

Tatad kapinataju komplekts [y, ..., I, ir derigs tad un tikai tad, ja visiem i = 1,2, ..., m skaitlis /; ir vesels skaitlis, kas apmierina
nevienadibas 0 < [; < k;.

Tas nozime, ka kapinataju /; var izveleties k; + 1 veidos (tik daudz ir veselo skaitlu, kas apmierina nevienadibu0 < /; <
k1), neatkarigi no [, izveéles kapinataju I, var izveleties k» + 1 veidos, neatkarigi no /; un I, izveles kapinataju I3 var izveleties
ks + 1 veidos utt., neatkarigi no ieprieksejo reizinataju izveles kapinataju [, var izveleties k,, + 1 veidos.

No reizinasanas likuma izriet, ka daZzado veidu skaits, ka var izvéleties kapinatajus Iy, ..., I, ir (k1 +1) (kp+1)-...-(k; +1),
kas ar1 ir dazado naturalo dalitaju d skaits.

Naturala skaitla naturalo dalitaju skaits

Ja
n= pf‘ . pfz e pl,,C;", kur p1, p2,..., pm —dazadi pirmskaitli un ki, ky, . .., k;; — naturali skaitli,

tad skaitla n dazado naturalo dalitaju skaits ir

dn)= (k1 + (k2 +1)...(kp +1).

8. piemérs. Pienemsim, ka n = 12. Ta sadalijums pirmreizinatajos ir 12 = 22 - 3!. No iepriek§ pamatota izriet, ka skaitlim
12 ir 3-2 = 6 dazadi dalitaji forma 24 .3k yzrakstisim tos:

* Izvéloties I} =0, I, = 0, iegiist dalitaju 2°-3° = 1;
e izveloties I} =1, I, = 0, ieguist dalitaju 21.30 =2,
« izvéloties I; = 2, I, = 0, iegiist dalitaju 22 -3° = 4;
« izveloties I; =0, I, = 1, iegiist dalitaju 2°-3! = 3;

e izvéloties I; = 1, I, = 1, iegiist dalitaju 2! -3! = 6;

« izvéloties I; = 2, I, = 1, iegiist dalitaju 22-3! = 12.

3. Piemerino matematikas olimpiadem

9. piemeérs (Latvijas 50. mat. olimpiade, 1. posms). No 8 policistiem jaizveido 4 pari nakts dezurai (paru secibai nav
nozimes). Cik daudzos dazados veidos to iespéjams izdarit?

Risinajums. Nemam vienu policistu A; tam var piekomandeét jebkuru no atliku$ajiem policistiem (ko iesp&jams
izdarit 7 veidos). Tatad pirmo pari var nokomplektét 7 veidos. Kad tas izdarits, nemam jebkuru no atliku$ajiem policis-
tiem B; tam var piekartot parinieku 5 veidos. Tatad otro pari (neatkarigi no konkréto cilveku izvéles pirmajam parim)
var nokomplektet 5 veidos. Talak nemam jebkuru no atlikusajiem policistiem C; tam var piekartot parinieku 3 veidos.
Atlikusie divi policisti veido ceturto pari.

No reizinasanas likuma seko, ka Cetrus policistu parus var izveleties 7-5-3 - 1 = 105 dazados veidos.



10. piemers (Latvijas 39. mat. olimpiade, 1. posms). Cik daudzir tadu funkciju, kuram definicijas apgabals ir kopa {0; 1; 2}
(funkcija ir definéta visiem $is kopas elementiem), bet vértibu apgabals ir kopa {0; 1} (funkcija pienem katru no §is kopas
vertibam)?

Risinajums. Sakuma apliikosim, cik vispar ir tadu funkciju, kas ir definétas kopa {0; 1;2} un katram $is kopas ele-
mentam pienem jebkuru no divam kopas {0; 1} vertibam.

Katra no definicijas apgabala punktiem funkcija var pienemt jebkuru no divam vertibam; t.i., punkta 0 ir divas
iespejas (attiecigi f(0) = 0 vai f(0) = 1), punkta 1 ir divas iesp€jas (attiecigi f(1) =0 vai f(1) = 1) un ari punkta 2 ir divas
iespé€jas (attiecigi f(2) = 0vai f(2) = 1). Lidz ar to no reizinasanas likuma seko, ka ir 2- 2 - 2 = 8 dazadas funkcijas.

Sajé skaita ir ieklautas ari divas funkcijas, kas mums neder, jo to vertibu apgabals nav kopa {0; 1}: funkcija, kas
visos definicijas apgabala punktos pienem veértibu 0, un funkcija, kas visos definicijas apgabala punktos pienem vertibu
1. Parejam 8 — 2 = 6 funkcijam vertibu apgabals ir kopa {0; 1}.

Atbilde: ir seSas §adas funkcijas.

11. piemers (Latvijas 63. mat. olimpiade, 2. posms). Profesora Ciparina olimpiadé bija 3 uzdevumi. Taja piedalijas 100
skoleni. Katrs skoléns katru uzdevumu vai nu izrékinaja, vai neizrekinaja, daleji risinajumi netika iesniegti. Pieradit, ka
atradisies vismaz 13 skoleni, kas izrekinaja vienus un tos pasus uzdevumus (vai arl neizrekinaja nevienu uzdevumu).

Risindjums. No tris uzdevumiem var izveidot 23 = 8 dazadas uzdevumu kopas (tostarp tuksa kopa); tatad ir ie-
spéjami astoni atrisinato uzdevumu "komplekti” (tostarp "neviens atrisinats uzdevums”). Ja katru "komplektu” btuitu
atrisinajusi ne vairak ka 12 skoléni, tad olimpiades dalibnieku kopgjais skaits biitu ne vairak ka 12 -8 = 96 < 100. Tatad ir
vismaz 13 skoléni, kas izrékinaja vienus un tos pasus uzdevumus.

12. piemers (Latvijas 64. mat. olimpiade, 3. posms). Gatavojoties velesanam, politiskas partijas saviem véletajiem ko-
puma devu3as s € N solijumus. Zinams, ka jebkuram divam partijam var atrast vismaz vienu solijumu, ko devuSas abas
partijas. Taja pasalaika nav iespéjams atrast divas partijas, kuru dotie solijjumi sakristu pilniba —ir iespéjams atrast vismaz
vienu solijumu, ko viena partija ir devusi, bet otra née. Kads ir lielakais iespéjamais partiju skaits, kas gatavojas velesSanam?

Risinajums. Ar S apzimesim visu s doto solijjumu kopu, tad |S| = s. Katrai partijai p atbilst kaut kada kopas S
apakskopa Ap < S. No dota izriet, ka jebkuram divam partijam p un g

* doto solijjumu kopas nav disjunktas, t.i., |[Ap N A,,| # @;

* doto soljjumu kopas ir dazadas, t.i., Ay # Ag.

Sadalisim visas S apakskopas paros: katrai A c S pari piekartosim S\ A. Sada veida visas 2° kopas S apakskopas
tiek sadalitas 25! paros. Ievérojam: ja partijas p doto solijumu kopa ir Ap, tad nevienas partijas doto solljumu kopa nav
S\ Ap; jatanebutu un varétu atrast partiju g, kuras doto solijumu kopa ir A; = S\ A, tad A, un A, butu disjunktas kopas,
tacu tas ir pretruna ar doto.

Tatad katra pari ne vairak ka viena kopa atbilst kadai partijai; ta ka paru skaits ir 257! un dazadam partijam atbilst
dazadas kopas, tad partiju skaits nevar biit lielaks ka paru skaits, t.i., ir ne vairak ka 25~ partijas.

Paradisim, ka 8ads partiju skaits ir iespéjams. Pienemsim, ka ir kads solijums, kas ir kopigs visam partijam. No
atlikugajiem s— 1 solijumiem var izveidot 2°~! dazadus solijumu komplektus (visas 25~ dazadas apakskopas atlikugo s—1
solijumu kopai). Tadéjadi iegiist 2°~! dazadus solijumu komplektus, kas apmierina uzdevuma nosacijumus.

Tatad lielakais iespéjamais partiju skaits ir 257!,

13. piemers (Latvijas 58. mat. olimpiade, 3. posms). Universitate strada 12 profesori. No tiem sastaditas 2008 padomes
(katra padome sastav no daziem (vismaz viena) profesora). Zinams, ka vienlaikus

1. nekadas divas padomes nesastav no vieniem un tiem pasiem profesoriem;
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2. katram divam padomeém var atrast vismaz vienu profesoru, kas piedalas tajas abas.

Pieradit, ka var nodibinat vismaz vel vienu padomi t3, lai abi minétie nosacijumi joprojam izpilditos.

Risindjums. Pienemsim, ka P ir minéto 12 profesoru kopa. Katra padome ir kopas P apakskopa. Ir pavisam 2'? =
4096 profesoru kopas (kopas P apakskopas). Tas var apvienot pa 2048 pariem (S, S') ta, ka SU S’ = P (katrai apakskopai
Sizvelas S’ = P\ S). Viens no $iem pariem ir (@, P); visos citos 2047 paros abas pari ietilpstosas kopas ir netuk3as. Ta ka
2047 > 2008, eksisté tads apakskopu paris (S, '), ka gan S, gan S’ ir netuk3as kopas un ne S, ne S’ vél nav padomes.

Ja S var kalpot par jaundibinato padomi, tad uzdevums ir atrisinats. Pienemsim, ka S nevar but par padomi. Tad
eksisté tada padome A, ka nav neviena profesora, kas ietilpst gan A, gan S. Tas nozimé, ka AnNS=¢g un,taka S = P\ S,
tad A< §'. Katrai padomei ir kopigs profesors ar A, tatad katrai padomei ir kopigs profesors ar S'. Secinam, ka lidz ar to
par jaundibinato padomi var izvéléties S'.

14. piemers (Latvijas 58. mat. olimpiade, 2. posms). Klase ir 10 skoléni. Viniem jaregistrejas 1023 eksamenu kartosanai,
turklat nedrikst but divu tadu eksamenu, kurus karto vieni un tie pasi skoléni. Katru eksamenu jakarto vismaz vienam
skolénam.

Dots, ka n — vesels skaitlis, 0 < n < 1023. Pieradit, ka eksamenam registrejusos skolénu sarakstus var nodrukat uz
baltam un zalam lapam ta, ka vienlaicigi izpildas Sadas prasibas:
* jadivas lapas X un Y ir viena krasa, tad ta lapa, uz kuras pierakstiti visi skoléni, kas pierakstiti vismaz uz vienas no

lapam X un Y (un neviens cits skolnieks nav pierakstits), ir tada pasa krasaka X un Y,

e ir tiesi n baltas lapas.

Risinajums. Pienemsim, ka S ir visu 10 skoleénu veidota kopa. Ta ka uz katras no 1023 lapam jauzraksta atskiriga
netuksa skolenu kopa (un ir tiesi 1023 dazadas netuksas S apakskopas), tad uzlapam jauzraksta visas netuksas S apaksko-
pas.

Apzimésim skolénus ar skaitliem 0, 1, ..., 9; tad S = {0; 1;...;9}. Apskata netukSu apakskopu A c S. Paradisim, ka
izveleties krasu lapai, uz kuras uzrakstis kopu A.

1. gadijums: n = 0. Tad lapas krasa ir zala.
2. gadijums: n = 1023. Tad lapas krasa ir balta.

3. gadijums: 1 < n < 1022. Izsakam skaitli n forma
n=2M4+2% 4 4+2%,

kur0<a; <ay <...<ar <9-dazadi nenegativi veseli skaitli (t.i., skaitli n izsaka binaraja sistéma). Sauksim skaitlus ay,
..., ai par baltiem, bet parejos skaitlus no kopas {0;1;...; ai} — par zaliem. Krasosim kopas A lapu tada krasa, kada ir A
lielakais elements.

Pienemsim, ka X c Sun Y < S un kopam X un Y atbilsto$as lapas ir viena un tai pasa krasa. Tad maksimalais X
elements ir tada pasa krasa ka maksimalais Y elements. Lai izpilditos nosacijums par lapu krasam, kopai X U Y atbil-
stoSajai lapai jabut tada pasa krasa. Tacu lielakais kopas X U Y ir vai nu lielakais kopas X elements, vai lielakais kopas
Y elements. Jebkura gadijuma kopai X U Y atbilstosa lapa ir tada pasa krasa ka X un Y atbilstosas lapas. Tatad pirmais
nosacijums izpildas.

Atliek noskaidrot, cik ir balto lapu.

Lapa ir balta tad un tikai tad, ja tai atbilsto$as kopas lielakais elements ir a;, kur 1 < i < k. Ir tie$i 2% kopas, kuram
lielakais elements ir a; (katru no skaitliem 0;1; ...; a; — 1 var ieklaut vai neieklaut, skaitli a; noteikti jaieklauj un lielakus
skaitlus ieklaut nedrikst; no reizinasanas likuma izriet, ka ir 2% iespéjas sastadit $adu kopu); no saskaitiSanas likuma

izriet, ka balto lapu skaits ir vienads ar 2% +2% + .., + 2%, Ta ka 2% +2% + ., + 2% = p, tad ir pieradits, ka lapas tiks
izkrasotas vajadzigaja veida.
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