Neklatienes nodarbibas vidusskoléniem 4. nodarbiba 2016./2017. m.g.

Uzdevumi un atrisinajumi

1. Taisnlenka trijstlra malu garumi ir veseli skaitli. Pieradit, ka vismaz vienas malas garums a) dalas ar 3,
b) dalasar 4, c) dalasar 5.
Atrisinajums. Apzimésim kateSu garumus ar a un b, bet hipotenizas garumu — ar ¢, tad saskana ar
Pitagorateorémua? + b? = c2.
a) Pienemsim, ka nevienas malasgarums nedalasar 3. levérosim, ka veselu skaitlukvadrati,dalotar 3, var
dot tikai atlikumu Ovai 1:

n (mod 3) 0 1 2
n?*(mod 3) 02=0 12=1 22=4=1

Ta ka pienémam, ka a,b, ¢ nedalas ar 3, tad a® = b? = c? =1 (mod 3). Tadu tad no vienadibas
a? + b2 = c? izriet aplama kongruence 1+ 1 = 1 (mod 3) — pretruna. Tatad pienémums, ka nevienas
malas garums nedalas ar 3, bijis aplams.

b) Pienemsim, ka nevienas malas garums nedalas ar 4. levérosim, ka veselu skaitJu kvadrati,dal otar 8, var
dot tikai atlikumu0; 1 vai 4:

n(mod8)| n?(mod8)
0 02=0
1 12=1
2 22 =4
3 32=9=1
4 42=16=0
5 52=(-3)2=1
6 62=(-2)2=4
7 72 =(-12%=1

Ta ka pienémam, ka a, b, ¢ nedalas ar 4, tad a?, b?, c? pécmodula 8 var pienemt tikai vértibas 1 vai 4.
Tacu tad a? + b? péc modula 8 var pienemtvértibas 2, 5 vai0, bet ne 1 vai 4. Lidz ar to nevar pastavét
vienadibaa? + b? = ¢2—pretruna.

Tatad pienémums, ka nevienas malas garums nedalas ar 4, bijisaplams.

c) Pienemsim, ka nevienas malas garums nedalas ar 5. levérosim, ka veselu skaitJu kvadrati, dalot ar 5, var
dot tikai atlikumus 0; 1 vai 4:

n(mod5)| n?(mod5)
0 02=0
1 12=1
2 22 =4
3 32=(-2)?2=4
4 42 =(-1)?%=1

Ta ka pienémam, ka a, b, ¢ nedalas ar 5, tad a?, b?, c?pécmodula5 var pienemt tikai vértibas 1 vai 4.
Tatu tad a? + b2 péc modula5 var pienemtvértibas 2, 0 vai 3, bet ne 1 vai 4. Lidz ar to nevar pastavét
vienadibaa? + b? = ¢2 —pretruna.

Tatad pienémums, ka nevienas malas garums nedalas ar 5, bijis aplams.
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2. Decimalaja pieraksta naturala skaitla N pédgjie k cipariirvienadi un atskirigi no nulles. Vaiiriesp&jams, ka
N ir naturalaskaitlakvadrats,jaa) k = 3, b) k = 4?
Atrisinajums. a) Iriespéjams, kak = 3 un N ir naturalaskaitla kvadrats, pieméram, 382 = 1444
b) Pamatosim, ka k nevarbit 4. Naturala skaitla kvadrata pédéjais cipars var bt tikai 1; 4; 5; 6 vai 9:

n (mod 10) | n? (mod 10)

0 02=0

1 12=1

2 22 =4

3 32=9

4 42=16=6

5 52=25=5

6 62=(—-4)2=6
7 72 =(-3)2=9
8 82=(-2)2=+4
9 92 =(-1?=1

Tomér naturala skaitla kvadrata pédéjie cipari nevar bat 11 (jo tad n? = 11 = 3 (mod 4), bet ta nevar
bat, skat. ndkamo tabulu), nevar beigtiesar cipariem 55 (jo tad n? dalitos ar 5, bet ne ar 25), nevar beigties
ar cipariem 66 (jo tad n? dalitos ar 2, bet ne ar 4) un nevar beigties ari ar cipariem 99 (jo ari tad
n? =99 = 3 (mod 4), betta nevar bat).

n(mod4)| n? (mod4)
0 02=0
1 12=1
2 22=0
3 32=(-12=1

Paliek vienaiespéja, kan? divi pédéjie cipari ir 4. Tomér nav iespéjams, ka naturala skaitla kvadrats beidzas
ar Cetriem cipariem 4, jo tad n? = 4444 = 12 (mod 16), talu veselu skaitlu kvadrati nevar bat
kongruenti ar 12 péc modula 16. Lai to pamatotu, pienem pretéjo, ka ir tadi naturali skaitlin unm, ka
n?=16m + 12. Ta ka n ir para skaitlis, tad n = 2k kadam naturalam k un k? = 4m + 3, tas ir,
k? = 3 (mod 4), tatu tas nav iespéjams.

3. Doti k dazadi naturali skaitli ar $adu 1pasibu: katru divu doto skaitJu reizinajumam pieskaitot 10, iegQst
naturalaskaitla kvadratu. Vaiiriespéjams,kaa) k = 3; b) k = 4?
Atrisinajums. a) Iriespéjams, kak = 3, pieméram, varnemtskaitlus 1;6 un 15, tad

1-6+10=42% 1-15+10=52% 6-15+10= 102

b) Naviespéjams, ka k = 4. Ja starp dotajiem skaitliem ir divi para skaitli, tad to reizinajums dalas ar 4,
savukart So skait|u reizinajums plus 10 ir para skaitlis, kas nedalas ar 4, tatad nevar bt vesela skaitla
kvadrats.
Ja starp dotajiem Cetriem skaitliem ir ne vairak ka viens para skaitlis, tad ir vismaz tris nepara skaitli, un
vismaz divi (pieméram, a un b) no tiem bis kongruenti péc modula 4. Tadu tad
ab +10 =1+ 10 = 3 (mod 4), tacu veselu skait|u kvadrati nevar bit kongruenti ar 3 péc modula 4
(skat. 2. uzd. tabulu).
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4, Atrastvisus tadus pirmskaitjus p, kuriem skaitlisp* + 4p? + 8 irveselaskaitlakubs!
Atrisinajums. Vienigais $ads pirmskaitlis ir p = 3, tad p*+ 4p? + 8 = 125 = 53. Pamatosim, ka citi
pirmskait]i neder. Veselu skaitJu kubi pécmodula 9var but kongruenti tikaiar0; 1vai —1:

n (mod 9) n3 (mod 9)

0 03 =

1 13 =

2 22=8=-1

3 33 =

4 43=64=1

5 53 =(-4)3=-1
6 63 =(-3)3=

7 73 =(-2)3=1
8 B=(-13=-1

Pienemsim, ka pirmskaitlis p # 3, tad p nedalasar 3 (un péc modula9 var pienemttikai vértibas 1; 2; 4;
5; 7 vai 8). Katrai pielaujamajai p vértibai pécmodula9aprékinam atbilsto3o p* + 4p? + 8 vértibu:

p (mod9) | p? (mod9) | p* (mod9) | p* + 4p? + 8 (mod 9)
1 12=1 14=1 1+4+8=4
2 22 =4 2Y4=42=7|7+16+8=4
4 42 =7 44 =72=4|4+28+8=4
5 52 =7 54=72=4|4+28+8=4
7 72 =4 74=42=7|7+16+8=4
8 82 =1 8*=12=1[(1+4+8=4

Redzam, kavisiempirmskaitliemp # 3 izpildas p* + 4p? + 8 = 4 (mod 9), tadu veseluskaitju kubinevar
bat kongruentiar4 péc modula9. Lidz ar to p = 3 ir vienigais atrisinajums.

5. Atrastvisus tadus pirmskaitjus p, kuriem abi skait]i 3p3 + 4 un 9p3 + 2 ir pirmskait/i!
Atrisinajums. Vienigais derigais pirmskaitlisirp = 7,tad 3p3 + 4 = 1033 irpirmskaitlis (parbauda, dalot
%0 skaitli ar visiem pirmskaitliem, kas neparsniedz 31) un ari 9p3 + 2 = 3089 ir pirmskaitlis (parbauda,
dalot So skaitli ar visiem pirmskaitliem, kas neparsniedz 53).
Pamatosim, ka citi pirmskaitli neder.
Pienemsim, ka p# 7, tad p £ 0 (mod 7). Paradisim, ka tada gadijuma viens no skaitliem
N, =3p3+4 vai N,=9p3+2 dalas ar 7. levérosim, ka N; =3(p3—1)(mod7) un
N, = 2(p3+ 1) (mod 7). Apskatam iespé&jamos gadijumus pécmodula 7:

p (mod7) p3 (mod 7)
1 13 =1
2 232=1
3 3P =1
4 43 =(-3)3=1
5 53 =(-2)3=-1
6 63=(-13=-1

Redzam, kavisos gadijumos p3 + 1 vaiari p3 — 1 dalasar 7. Talu tad attiecigi vai nu N,, vai N; dalas ar 7
un nevar bat pirmskaitlis. Lidzarto p = 7 ir vienigais atrisinajums.



