Neklatienes nodarbibas vidusskoléniem 4. nodarbiba 2016./2017. m.g.

Kongruences

Matematika biefi ir japierada Tpagibas, kas ir speka bezgaligi daudziem skaitliem. $ada gadijuma nevar prasito pieradit
tikai daziem skaitliem un secinat, ka tas izpildisies visiem paré&jiem skaitliem. lzdevigi ir skaitlus apvienot grupas un
pieradit Tpasibu visiem vienas grupas skaitliem, értam pierakstam skaitlu grupésanai izmanto kongruences jédzienu.
Kongruence péc modula m sadala visus veselos skaitlus m klasés, kur katra klasé ietilpst skaitli, kas dod vienadus
atlikumus péc modula m.

Skaitlu dalamiba

legaumeé! Ja tiek runats par skaitlu dalamibu, tad runa ir tikai par veseliem skaitliem.

Definicija. Jab =0 una : b = k, kur a, b, k — veseli skaitli, tad saka, ka a dalas ar b. Pretéja gadijuma saka,
ka a nedalas ar b.

Pieméram, 15 dalas ar 3, bet 15 nedalas ar 2.

Kongruences jédziens

Viens no pazistamakajiem veselo skait|u iedalfjumiem ir to dalijums para un nepara skaitlos. Katrs vesels
skaitlis ir vai nu para, vai nepara, tacu neviens nav vienlaikus gan para, gan nepara skaitlis. Ta visi veselie
skaitli tiek sadaliti divas klasés: skaitli, kas dalas ar 2 (para skaitli), un skaitli, kas nedalas ar 2 (nepara skaitli).

Ja dalitaju 2 aizvieto ar 3, tad lidzigi var runat par skaitliem, kas dalas vai nedalas ar 3. Tomér izradas, ka
lietderigak ir veselos skaitlus sadalit klasés atkariba no ta, kadu atlikumu tie dod, dalot ar 3. Ari para un nepara
skaitlus var uztvert ka skaitlus, kas, dalot ar 2, dod attiecigi atlikumu 0 vai 1. Ja nomainam 2 ar 3, tad veselos
skaitlus més sadalam tris klasés — Skirojot gadijumus, vai skaitlis, dalot ar 3, dod atlikumu 0; 1 vai 2.

Teoréma par dalisanu ar atlikumu. Ja a ir vesels skaitlis un b ir naturals skaitlis, tad noteikti var atrast tadus
veselus skaitlusqunr,kaa=b-q +r,turklat0 <r < b.

legaumé! Atlikums nekad nav mazaks ka 0 un vienmér ir mazaks neka skaitlis, ar kuru dala, tas ir, dalot ar b,
var iegit atlikumu 0,1, 2, ...,b — 1.

Skaitlu sadalisanu klasés var salidzinat ar "skaitlu krasoSanu". Pienemsim, ka visi veselie skaiti sarakstiti uz
bezgaligas ratinu lentes. Ja vélamies veselos skaitlus saSkirot klasés atkariba no ta, pieméram, kadus
atlikumus tie dod, dalot ar 3, tad grafiski var iztéloties, ka katram skaitlim atbilsto$a ritina tiek nokrasota
viena no trim krasam: tie skaitli, kas dalas ar tris, tiek krasoti viena krasa, tie skaitli, kas, dalot ar 3, dod
atlikumu 1 — cita krasa, un skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 2 — vél cita krasa. Tadejadi visi skaitli tiek
nokrasoti kada no trim krasam, turklat katrs skaitlis tiek nokrasots tiesi viena krasa:
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Lai Sos spriedumus visparinatu un lietotu uzdevumu risinasana, definé kongruences jédzienu.

Definicija. Doti veseli skaitli @ un b un naturals skaitlis m > 2. Skaitli a un b ir kongruenti péc modula m un
pieraksta a = b (mod m) vaia =, b, ja a un b, dalot tos ar m, dod vienadu atlikumu.
Pieméri

e 7 =3 (mod2),jogan7,gan3,dalotar2, dod atlikumu 1

e 71 =8(mod9),jogan71,gan8, dalotar?9, dod atlikumu 8

e —2 =4 (mod 3), jogan —2, gan 4, dalot ar 3, dod atlikumu 1

e —6=285(mod7),jogan —6, gan 85, dalot ar 7, dod atlikumu 1
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BieZi vien, lai parbauditu, vai skaitli ir kongruenti péc kada modula, ir érti lietot talak doto teorému.
Teoréma. a = b (mod m) tad un tikai tad, ja starpiba a — b dalas ar m.
Piemeéri

e 7 =3 (mod 2), jostarpiba7 —3 = 4 dalasar2

e 17 =73 (mod 14), jo starpiba 17 — 73 = —56 dalas ar 14

e 71=8(mod?9),jostarpiba71 —8 =63 dalasar9

e —2 =4 (mod 3), jostarpiba —2 — 4 = —6 dalas ar 3

Kongruencu ipasibas
Lai kongruences jédzienu varétu lietot dazadu uzdevumu risinasana, var izmantot kongruencu Tpasibas, kas
lauj daudzus apréekinus veikt ievérojami vienkarsak.

1. Jaa, dalotar m, dod atlikumu r, tad a = r (iInod m).
2. Jaa = b (mod m), tad ka = kb (imod m), kur k ir jebkurs vesels skaitlis.
3. Jaa = b (modm),tad a™ = b™ (mod m), kur n ir jebkurs naturals skaitlis.
4. Jaa = b (modm)unc =d (modm),tad
e a+c=b+d(modm),
e a—c=b-—d(modm),
e ac = bd (mod m).
5. Visiem veseliem a izpildas kongruence a = a (mod m) (refleksivitate).
6. Jaa = b (mod m), tad b = a (mod m) (simetrija).
7. Jaa = b (mod m) un b = c (mod m), tad a = ¢ (mod m) (transitivitate).

Piemérs. Kadu atlikumu var iegit, vesela skaitla kvadratu dalot ar 3?
Atrisinajums. levérojam, ka veselu skaitli n, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0, 1 vai 2:
e jan =0 (mod 3),tadn? = 02 = 0 (mod 3);
e jan =1 (mod3),tadn? =12 =1 (mod 3);
e jan =2 (mod3),tadn?=22=4=1(mod3).
Tatad vesela skaitla kvadratu, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0 vai 1.

Piezimes
1. Uzdevumu var risinat aplikojot gadijumus n = 3k; n = 3k + 1; n = 3k + 2, kur k — vesels skaitlis.
2. Aplikotaja risindjuma pédgjos divus gadijumus varéja apvienot, ievérojot, ka 2 = —1 (mod 3), tas

ir,jan = +1 (mod 3), tad n? = (+1)? = 1 (mod 3).

Pretrunas modulis
Viena metode, ka pieradit, ka uzdevuma prasitais nav iespéjams, ir ieglt pretrunu.

Ja jarisina algebrisks vienadojums ar veseliem koeficientiem, kuram atrisinajums jameklé veselo vai naturalo
skaitlu kopa, tad bieZi izmanto $adu ideju:
ja var pieradit, ka vienadojuma abas puses, dalot ar kadu Sim vienadojumam ipasi izvelétu skaitli,
noteikti dod dazadus atlikumus, tad vienadojumam nav atrisinajuma.

levéro! Ja vienadojuma abas puses dalas ar kadu skaitli, tad no ta nevar secinat, ka vienadojumam ir
atrisinajums veselos skait|os.

Piemérs. Pieradit, ka vienadojumam x? + y? = 2015 nav atrisindjuma naturalos skait|os!

Atrisinajums. Naturala skaitla kvadrats, dalot ar 4, var dot tikai atlikumu 0 vai 1. Tapéc x2? + yz, dalot ar 4,
var dot tikai atlikumu 0+ 0,0+ 1,14+ Ovail + 1, tasir, atlikumu 0, 1 vai 2. Tacu skaitlis 2015 dod atlikumu
3, dalot ar 4. Tapéc dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitlos.
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Uzdevumi no matematikas sacensibam

1. Tris veselu skaitlu kvadratu summa dalas ar 9. Pieradiet, ka var izvéléties divus no Siem kvadratiem ta, ka
to starpiba dalas ar 9.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var but kongruenti veselu skaitlu kvadrati péc modula 9:
e jan=0(mod9),tadn? = 0% = 0 (mod 9);
e jan=1(mod9),tadn? = 1% = 1 (mod 9);
e jan=2(mod9),tadn? = 2% = 4 (mod 9);
e jan =3 (mod9),tadn? =32=9=0(mod9);
e jan =4 (mod9),tadn? =42 =16 = 7 (mod 9);
e jan=5=—4(mod9),tadn? = (—4)? =42 = 7 (mod 9);
e jan=6=-3(mod9),tadn? = (—3)? = 3% = 0(mod 9);
e jan=7=-2(mod9),tadn? = (-2)? = 22 = 4 (mod 9);
e jan=8=-1(mod9),tadn? = (—1)? =12 =1 (mod 9).

So informaciju érti apkopot tabula:

n(mod9) |0 (1 |2 |3 |4 |5 6 7 |8
n?(mod9) |0 |1 |4 |0 |7 (7 |0 4 |1

Tatad veselu skaitlu kvadrati péc modula 9 var bat kongruenti ar 0, 1, 4 vai 7. Parbaudam, ka tris dazadi
atlikumi nevar dot summa skaitli, kas dalas ar 9:

e 0+1+4=5 %0 (mod9);

e 04+1+7=8 %0 (mod9);

e 0+4+7=2 %0 (mod9);

e 14+4+7=3 #0(mod?9).
Tatad vismaz divi no atlikumiem ir vienadi, bet tas nozimé, ka So kvadratu starpiba dalas ar 9.

2. Pieradtt: ja tris veselu skaitlu kubu summa dalas ar 9, tad So skaitlu reizinajums dalas ar 3.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bit kongruenti veselu skaitJu kubi péc modula 9:

n (mod 9) 0|1 2 3| 4 5 6 7 | 8
n3(mod9) | 0 |1 -1/, 0|1 | -1 0] 1 -1

Pienemsim pretéjo, ka doto tris skaitlu reizinajums nedalas ar 3; tad arT neviens no Siem skaitliem nedalas
ar 3, lidz ar to katra skaitla kubs ir kongruents ar 1 vai —1 péc modula 9. Secinam, ka visu doto skaitlu
kubu summa péc modula 9 ir pierakstama forma+1 + 1 + 1.

levérosim, ka tas ir nepara skaitlis, kas péc absolGtas vértibas neparsniedz 3, tatad nevar bat kongruents
ar 0 péc modula 9. Tacu ta ir pretruna ar to, ka doto skaitJu kubu summa dalas ar 9. Lidz ar to pienémums
bijis aplams un doto skait|u reizinajums dalas ar 3.

3. Pitagora trijstQrT visu malu garumi ir lielaki neka 5. Vai var gadities, ka ta a) tris malu, b) divu malu garumi
ir pirmskaitli? Piezime. Pitagora trijstUris ir taisnlenka trijstdris, kam visi malu garumi ir naturali skait|i.
Atrisinajums
a) Ngé, tris malu garumi nevar bat pirmskaitli. Taisnlenka trijstlri malu garumus a, b un c saista Pitagora
teoréma a? + b% = 2. Ta ka visu malu garumiem jabit pirmskaitliem, kas lielaki neka 5, tad visu malu
garumi ir nepara skaitli, tatad ari a? un b? ir nepara skaitli, bet divu nepara skaitju summa ir para skaitlis
— pretruna ar to, ka c? ir nepara skaitlis.

Piezime. Principa risinajuma tika izmantota kongruence péc modula 2.

b) J3, divu malu garumi var bat pirmskaitli. Pieméram, der malu garumi 11, 60, 61, jo divi no tiem ir
pirmskaitli un tiem izpildas Pitagora teorémas nosacijums, tas ir, 112+ 60% =612 jeb
121 + 3600 = 3721.
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4. Atrast visus tadus pirmskaitjus p, ka 3P*~1 4 20 arfir pirmskaitlis!

Atrisinajums

Jap = 2, tad skaitlis 33 + 20 = 47 ir pirmskaitlis.

Ja p =3, tad skaitlis 38 + 20 = 6581 ari ir pirmskaitlis (noteikt, vai $is skaitlis ir pirmskaitlis, var

parbaudot dalamibu ar visiem pirmskaitliem lidz v6581 < 82).

Pienemsim, kap = 5.Tadp = +1 (mod 3) unp? —1 = (£1)? — 1 = 0 (mod 3).

Turklat p ir nepara, tatad p2 — 1ir para, kas dalas ar 3. Secinam, ka pz — 1 = 6m kadam naturalam m.

Tacu3®=(3%)2=93=23=8=1(mod?7), lidzarto
3P*-1420=3"420=(35)"+6=1"+6 = 0 (mod 7).

un 3P°~1 4 20 dalas ar 7, tatad nevar bt pirmskaitlis (jo acimredzami 3P°-1 420> 7). Secinam, ka

vienigas derigas p vértibasirp =2 unp = 3.
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