NNV 14/15 4. nodarbiba

4-1. No dota izriet, ka uz $ada daudzstira kontira atrodas visi 42 = 16 rezga punkti; tatad neviens rezga punkts neatrodas
linijas iek§puse. No Pika formulas seko, ka daudzstiira laukums ir

R 16
S=i+--1=0+—-1=7.
2 2

4-2. Piemers ar septinsturi:

7777¢77777777#77777777

Ieverosim, ka septinstiri, kura virsotnes ir rezga punktos, uz kontura ir vismaz 7 rezga punkti, tatad r = 7, bet iekSpuse var
ar1 nebiit neviena punkta, tatad i = 0. Saskana ar Pika formulu septinstiira laukums ir

N 7
S7=i+--1=20+--1=25.
2 2

Ta ka piemeéra uzradits septinstiiris ar r = 7, i = 0, tad attelota septinstiira laukums ir 2.5, kas ar1 ir mazakais iespéjamais
laukums $adiem septinstiriem.

Analogiski, 2015-stiiriem uz kontiira ir vismaz 2015 rezZga punkti, tatad r = 2015 un laukums ir vismaz
, T 2015
Sa015=i+5~120+——~1=1006.5.

Piemers ar 2015-stari, kura laukums ir 1006.5:

| | | | | | | | |
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4-3.
Z
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Var pienemt (citus gadijumus apliko analogiski), ka

S(X0Y)=8(YO0Z)=S(Z0T).
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Trisstiriem XOY un Y OZ ir kopejs augstums (perpendikuls no Y pret taisni X Z) un vienadi laukumi, tapéc $ajos trisstiiros
virsotnes Y pretéjam malam jabit vienadam, t.i.,
X0=0Z.

Trisstiriem YOZ un ZOT ir kopéjs augstums (perpendikuls no Z pret taisni Y T) un vienadi laukumi, tapéc $ajos trisstiiros
virsotnes Z pretéjam malam jabut vienadam, t.i.,
YO=0T.

Lidz ar to ir paradits, ka XY ZT diagonales krustpunkta O dalas uz pusém; tatad XY ZT ir paralelograms, kas bija japierada.

4-4.

Ieverosim, ka

S(AYD) =S(ABD) = %S(ABCD)

un
S(CXD)=S(CBD) = %S(ABCD).

No ta seko, ka
S(AYD) = S(CXD).

Taka ir speka ar1
1 1
S(AXD)+ S(XBC)=S(ABCD)—-S(CXD)=S(ABCD) - ES(ABCD) = ES(ABCD) =S(CXD),

tad iegtistam vienadibu
S(AY D) = S(AXD) + S(XBC). (1

Tacu

S(AY D) = S(DPQR) + S(APD) + S(YQR),
S(AXD) =S(APD) + S(AXP),
S(CXB)=S(CYR)+S(YQR)+ S(BYQX).

Tatad (1) var parrakstit ka
S(DPQR) +S(APD) +S(YQR) =S(APD) + S(AXP)+S(CYR)+ S(YQR) + S(BYQX).

Atnemot no abam vienadibas pusém lielumu S(APD) + S(Y QR), ieguistam vajadzigo.

4-5. Taka AB ir w 4p diametrs, tad S(ABC) + S3 + S4 (skat. zim.) ir vienads ar pusi atbilstosa rinka laukuma, t.i.,

1 (AB)?
S(ABC)+83+S4=§7['(7) . (2)
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wAC

WBC

WAB

Taka AC ir w 4¢ diametrs, tad S; + Ss ir vienads ar pusi atbilsto$a rinka laukuma, t.i.,

S1+S —171 (AC)2 3)
1=\ 2 )
Analogiski iegtist
So+Si= ~7 (CB)2 4)
2+94= 3 5
No (3) un (4) seko
svrsorsieso= () +(£2))= L (22) 5
1+92 3+o4)= 3 5 > =3 > |

kur pedeja vienadiba izriet no Pitagora teorémas.

No (2) un (5) izriet, ka
S(ABC) + (53 + 54) = Sl + Sz + (83 + 54),

jeb, ekvivalenti,
S(ABC) = Sl + Sz,

kas ari bija japierada.

4-6. No punkta E novelk perpendikulu EF pret malu AB.

No dota izriet, ka
2-S(AED) = S(ABC).

Ievérojam, ka
1 1
S(AED) = EEF-AD, S(ABC) = EAC- CB.

Tatad )
EF-AD = EAC-CB.

Pec dota AD = AC, tatad, dalot iegiito vienadibu ar AC, iegistam

1
EF = EBC. 6)
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Trisstiri AEF un ABC ir lidzigi (pazime /1), tatad

AE EF AF
AB  BC AC’
No (6) seko, ka EF : BC =1:2, tatad iegiistam
1
AF = - AC.
2
un .
AE = - AB.
2

)

8)

No vienadibas (7) izriet, ka trisstiirt AED nogrieznis AF ir gan mediana, gan augstums pret AD; lidz ar to AAED ir vienadsanu

un AE = ED. Nemot vera ari (8), secinam, ka

1
DE=AE= EAB,
jeb 2 DE = AB, kas bija japierada.

4-7. Vispirms ieverosim, ka ¢ nevar iet caur A, B vai C: pretéja gadijuma ¢ biitu atbilstosa lenka bisektrise un trisstiira

perimetrs tiktu dalits uz pusém tikai tad, ja §1lenka piemalas biitu vienadas (kas neizpildas, saskana ar doto).

Varam pienemt, ka ¢ krusto malas AB un BC to iek$éjos punktos P un R. Ar M, K, N apzimeésim attiecigi ievilktas rinka linijas

pieskar$anas punktus malam AB, BC, CA.

Ievilktas rinka linijas centrs ir bisektrisu krustpunkts I; tad IM = IN = IK = r, kur r — ievilktas rinka linijas radiuss, turklat

IM 1 AB, IK L BCun IN L AC (pieskare ir perpendikulara radiusam, kas novilkts caur pieskar§anas punktu).

Tad
1 1 PB+BR
S(PBR)=S(IPB)+ S(IBR) = 5PB-r+ EBR-r =—

un
RC+CA+ AP
'

1 1 1
S(APRC)=S(IRC)+S(ICA)+S(UAP) = ERC' r+ EAC- r+ 5AP~ r= 2

Dots, ka ¢ dala uz pusém trisstira ABC perimetru; tatad
RC+CA+AP=PB+BR.

Secinam, ka

PB+BR RC+CA+ AP
r=

S(PBR) = -r=S(APRC),

kas ari bija japierada.
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Apzimeésim
_ S(APR) _ S(BPQ) _ S(CQR)

- —7 x2 - ) x3 - M
S(ABC) S(ABC) S(ABC)

Tevérosim, ka

3AP-AR-sin<BAC  AP- AR

X = = ;
' " 1AB-AC-sinaBAC AB-AC

%BP~BQ-sin<IABC BP-BQ

Xo = = '
*" 1AB-BC-sin<ABC AB-BC

. 3CR-CQ-sin<ACB _ CR-CQ

1AC-BC-sin<ACB  AC-BC’

No nevienadibas starp videjo aritmeétisko un videjo geometrisko izriet, ka

—+A—C AP AR

2 AB AC =va
jeb
AP AR
VX S ==+ —.
v AB AC
Analogiski iegtist nevienadibas
BQ
2 =— +
Ve = AB BC
un co CR
2/X3 S — 4+ —.
Vs = BC AC

Saskaitot §is tris nevienadibas, ieglistam

AP AR BP BQ CQ CR
VXL + VX2 + /% ===
2(VE+ VR +VE) S pt Sm b o g E T gt

Ieverosim, ka iegiitas nevienadibas laba puse ir vienada ar
(AP PB) (AR RC) (BQ QC) AB AC BC
—t— |t =t ==t ===t =+ ===
AB AB AC AC BC BC AB AC BC

Tatad ir pieradita nevienadiba

3
VX1 t+HVX2+VX3 = 5
Varam pienemt, ka x; ir mazakais no skaitliem x, x», x3 (par€jos gadijumus apskata analogi); tad ar1 /7 ir mazakais no
3 1

saskaitamajiem nevienadibas kreisaja puse, lidz ar to tas nav lielaks ka 33" 5:

VE VR VR S VATV VE S S

3
3Vx1 < E;
1
VX1 = -,
2
Kapinot 8o nevienadibu kvadrata, iegiistam
1
X< —.
"=
Taka
S(APR)
X1 =S o
S(ABC)

tad ir pamatots, ka trisstiira AP R laukums ir ne lielaks ka ceturtdala no S(ABC).

Piezime: ja mazakais no skaitliem x;, x», x3 bitu bijis x, vai x3, tad attiecigi tiktu iegiits, ka trisstira BPQ vai RQC laukums ir
ne lielaks ka ceturtdala no S(ABC).



