
NNV 14/15 4. nodarbı̄ba

4-1. No dotā izriet, ka uz šāda daudzstūra kontūra atrodas visi 42 = 16 režǧa punkti; tātad neviens režǧa punkts neatrodas
l̄ınijas iekšpusē. No Pı̄ka formulas seko, ka daudzstūra laukums ir

S = i + r

2
−1 = 0+ 16

2
−1 = 7.

4-2. Piemērs ar septiņstūri:

Ievērosim, ka septiņstūrı̄, kura virsotnes ir režǧa punktos, uz kontūra ir vismaz 7 režǧa punkti, tātad r ≥ 7, bet iekšpusē var
arı̄ nebūt neviena punkta, tātad i ≥ 0. Saskaņā ar Pı̄ka formulu septiņstūra laukums ir

S7 = i + r

2
−1 ≥ 0+ 7

2
−1 = 2.5.

Tā kā piemērā uzrādı̄ts septiņstūris ar r = 7, i = 0, tad attēlotā septiņstūra laukums ir 2.5, kas arı̄ ir mazākais iespējamais
laukums šādiem septiņstūriem.

Analoǧiski, 2015-stūriem uz kontūra ir vismaz 2015 režǧa punkti, tātad r ≥ 2015 un laukums ir vismaz

S2015 = i + r

2
−1 ≥ 0+ 2015

2
−1 = 1006.5.

Piemērs ar 2015-stūri, kura laukums ir 1006.5:

. . .

. . .
1006

4-3.

X

Y

Z

T

O

Var pieņemt (citus gadı̄jumus aplūko analoǧiski), ka

S(XOY ) = S(Y OZ ) = S(ZOT ).
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Trı̄sstūriem XOY un Y OZ ir kopējs augstums (perpendikuls no Y pret taisni X Z ) un vienādi laukumi, tāpēc šajos trı̄sstūros
virsotnes Y pretējām malām jābūt vienādām, t.i.,

XO =OZ .

Trı̄sstūriem Y OZ un ZOT ir kopējs augstums (perpendikuls no Z pret taisni Y T ) un vienādi laukumi, tāpēc šajos trı̄sstūros
virsotnes Z pretējām malām jābūt vienādām, t.i.,

Y O =OT.

Lı̄dz ar to ir parādı̄ts, ka X Y Z T diagonāles krustpunktā O dalās uz pusēm; tātad X Y Z T ir paralelograms, kas bija jāpierāda.

4-4.

A

X

C

D

R

P

Q

B Y

Ievērosim, ka

S(AY D) = S(ABD) = 1

2
S(ABC D)

un

S(C X D) = S(C BD) = 1

2
S(ABC D).

No tā seko, ka
S(AY D) = S(C X D).

Tā kā ir spēkā arı̄

S(AX D)+S(X BC ) = S(ABC D)−S(C X D) = S(ABC D)− 1

2
S(ABC D) = 1

2
S(ABC D) = S(C X D),

tad iegūstam vienādı̄bu
S(AY D) = S(AX D)+S(X BC ). (1)

Taču

S(AY D) = S(DPQR)+S(APD)+S(Y QR),

S(AX D) = S(APD)+S(AX P ),

S(C X B) = S(C Y R)+S(Y QR)+S(BY QX ).

Tātad (1) var pārrakst̄ıt kā

S(DPQR)+S(APD)+S(Y QR) = S(APD)+S(AX P )+S(C Y R)+S(Y QR)+S(BY QX ).

Atņemot no abām vienādı̄bas pusēm lielumu S(APD)+S(Y QR), iegūstam vajadzı̄go.

4-5. Tā kā AB ir ωAB diametrs, tad S(ABC )+S3 +S4 (skat. zı̄m.) ir vienāds ar pusi atbilstošā riņķa laukuma, t.i.,

S(ABC )+S3 +S4 = 1

2
π ·

(
AB

2

)2

. (2)
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ωAB

ωAC

ωBC

A B

C
S1

S2S3

S4

Tā kā AC ir ωAC diametrs, tad S1 +S3 ir vienāds ar pusi atbilstošā riņķa laukuma, t.i.,

S1 +S3 = 1

2
π ·

(
AC

2

)2

. (3)

Analoǧiski iegūst

S2 +S4 = 1

2
π ·

(
C B

2

)2

. (4)

No (3) un (4) seko

S1 +S2 + (S3 +S4) = 1

2
π ·

((
AC

2

)2

+
(

C B

2

)2)
= 1

2
π ·

(
AB

2

)2

, (5)

kur pēdējā vienādı̄ba izriet no Pitagora teorēmas.

No (2) un (5) izriet, ka
S(ABC )+ (S3 +S4) = S1 +S2 + (S3 +S4),

jeb, ekvivalenti,
S(ABC ) = S1 +S2,

kas arı̄ bija jāpierāda.

4-6. No punkta E novelk perpendikulu EF pret malu AB .

A B

C

E

DF

No dotā izriet, ka
2 ·S(AED) = S(ABC ).

Ievērojam, ka

S(AED) = 1

2
EF · AD, S(ABC ) = 1

2
AC ·C B.

Tātad

EF · AD = 1

2
AC ·C B.

Pēc dotā AD = AC , tātad, dalot iegūto vienādı̄bu ar AC , iegūstam

EF = 1

2
BC . (6)
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Trı̄sstūri AEF un ABC ir l̄ıdzı̄gi (pazı̄me l l ), tātad
AE

AB
= EF

BC
= AF

AC
.

No (6) seko, ka EF : BC = 1 : 2, tātad iegūstam

AF = 1

2
AC . (7)

un

AE = 1

2
AB. (8)

No vienādı̄bas (7) izriet, ka trı̄sstūrı̄ AED nogrieznis AF ir gan mediāna, gan augstums pret AD ; l̄ıdz ar to∆AED ir vienādsānu
un AE = ED . Ņemot vērā arı̄ (8), secinām, ka

DE = AE = 1

2
AB ,

jeb 2DE = AB , kas bija jāpierāda.

4-7. Vispirms ievērosim, ka t nevar iet caur A, B vai C : pretējā gadı̄jumā t būtu atbilstošā leņķa bisektrise un trı̄sstūra
perimetrs tiktu dal̄ıts uz pusēm tikai tad, ja šı̄ leņķa piemalas būtu vienādas (kas neizpildās, saskaņā ar doto).

Varam pieņemt, ka t krusto malas AB un BC to iekšējos punktos P un R. Ar M , K , N apzı̄mēsim attiecı̄gi ievilktās riņķa l̄ınijas
pieskaršanās punktus malām AB , BC , C A.

A CN

I

B

M
K

R
P

Ievilktās riņķa l̄ınijas centrs ir bisektrišu krustpunkts I ; tad I M = I N = I K = r , kur r – ievilktās riņķa l̄ınijas rādiuss, turklāt
I M ⊥ AB , I K ⊥ BC un I N ⊥ AC (pieskare ir perpendikulāra rādiusam, kas novilkts caur pieskaršanās punktu).

Tad

S(PBR) = S(I PB)+S(I BR) = 1

2
PB · r + 1

2
BR · r = PB +BR

2
un

S(APRC ) = S(I RC )+S(IC A)+S(I AP ) = 1

2
RC · r + 1

2
AC · r + 1

2
AP · r = RC +C A+ AP

2
· r.

Dots, ka t dala uz pusēm trı̄sstūra ABC perimetru; tātad

RC +C A+ AP = PB +BR.

Secinām, ka

S(PBR) = PB +BR

2
· r = RC +C A+ AP

2
· r = S(APRC ),

kas arı̄ bija jāpierāda.

4-8.

A

P

C

B

Q

R



NNV 14/15 4. nodarbı̄ba

Apzı̄mēsim

x1 = S(APR)

S(ABC )
, x2 = S(BPQ)

S(ABC )
, x3 = S(CQR)

S(ABC )
.

Ievērosim, ka

x1 =
1
2 AP · AR · sin^B AC
1
2 AB · AC · sin^B AC

= AP · AR

AB · AC
;

x2 =
1
2 BP ·BQ · sin^ABC
1
2 AB ·BC · sin^ABC

= BP ·BQ

AB ·BC
;

x3 =
1
2C R ·CQ · sin^AC B
1
2 AC ·BC · sin^AC B

= C R ·CQ

AC ·BC
.

No nevienādı̄bas starp vidējo aritmētisko un vidējo ǧeometrisko izriet, ka

AP
AB + AR

AC

2
≥

√
AP

AB
· AR

AC
=p

x1

jeb

2
p

x1 ≤ AP

AB
+ AR

AC
.

Analoǧiski iegūst nevienādı̄bas

2
p

x2 ≤ BP

AB
+ BQ

BC
un

2
p

x3 ≤ CQ

BC
+ C R

AC
.

Saskaitot šı̄s trı̄s nevienādı̄bas, iegūstam

2
(p

x1 +p
x2 +p

x3
)≤ AP

AB
+ AR

AC
+ BP

AB
+ BQ

BC
+ CQ

BC
+ C R

AC
.

Ievērosim, ka iegūtās nevienādı̄bas labā puse ir vienāda ar(
AP

AB
+ PB

AB

)
+

(
AR

AC
+ RC

AC

)
+

(
BQ

BC
+ QC

BC

)
= AB

AB
+ AC

AC
+ BC

BC
= 3.

Tātad ir pierādı̄ta nevienādı̄ba
p

x1 +p
x2 +p

x3 ≤ 3

2
.

Varam pieņemt, ka x1 ir mazākais no skaitļiem x1, x2, x3 (pārējos gadı̄jumus apskata analogi); tad arı̄
p

x1 ir mazākais no

saskaitāmajiem nevienādı̄bas kreisajā pusē, l̄ıdz ar to tas nav lielāks kā
1

3
· 3

2
= 1

2
:

p
x1 +p

x1 +p
x1 ≤p

x1 +p
x2 +p

x3 ≤ 3

2
;

3
p

x1 ≤ 3

2
;

p
x1 ≤ 1

2
.

Kāpinot šo nevienādı̄bu kvadrātā, iegūstam

x1 ≤ 1

4
.

Tā kā

x1 = S(APR)

S(ABC )
,

tad ir pamatots, ka trı̄sstūra APR laukums ir ne lielāks kā ceturtdaļa no S(ABC ).

Piezı̄me: ja mazākais no skaitļiem x1, x2, x3 būtu bijis x2 vai x3, tad attiecı̄gi tiktu iegūts, ka trı̄sstūra BPQ vai RQC laukums ir
ne lielāks kā ceturtdaļa no S(ABC ).


