Laukumi

1. Trissturalaukums

Seit atkartosim svarigakas pirmaja nodarbiba sniegtas trisstiira laukuma formulas:

Pienemsim, ka trisstirl1 ABC malu garumi ir a = BC, b = AC, ¢ = AB. Ar p = 0.5(a+ b+ ¢) apzimets trisstura ABC
pusperimetrs, bet no lenka A vilktais augstums apzimets ar hi,. Ar R apzimeéts trisstiirim ABC apvilktas (centrs — vidusper-
pendikulu krustpunkts) rinka linijas radiusu, bet ar r —ievilktas (centrs — bisektrisu krustpunkts) rinka linijas radiusu.

e Trisstara laukums ir vienads ar malas un pret to vilkta augstuma reizinajuma pusi:

1
S(ABC) = Eaha.

e Trisstura laukums ir vienads ar divu malu un starp tam ietverta lenka sinusa reizinajuma pusi:

1
S(ABC) = EabsinC.

e Trisstiira laukums ir vienads ar visu tris malu reizinajumu, dalitu ar CetrkarSotu apvilktas rinka linijas radiusu:

S(ABC) = a_bc.
4R

¢ Trisstara laukums ir vienads ar pusperimetra un ievilktas rinka linijas radiusa reizinajumu:

S(ABC) = pr.

e Herona formula:

S(ABC) = \/p(p— a)(p-Db)(p-c).

Trisstiiru izoperimetriska teorema

Ja trisstura perimetrs ir P un laukums S, tad izpildas nevienadiba

S<
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turklat vienadiba ir speka tad un tikai tad, ja trisstaris ir regulars.

Citiem vardiem, no visiem trisstiriem ar fiksétu perimetru vislielakais laukums ir vienadmalu trisstirim.

1. piemers. Pieradit, ka ka nav iespéjams konstruét trisstari, kura augstumu garumi ir 4 cm, 7 cm un 10 cm.

Risinajums
Pienemsim pretejo, ka $adu trisstiiri iespejams konstruét. Apzimesim §i trisstira laukumu ar S, tad ta malu garumi
.28 28 2§
ir—, —un —.
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Saskana ar trisstira nevienadibu, divu 1sako malu garumu summai jabiit lielakai neka treS§as malas garumam. Tacu
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pretruna.

2. Rinpka un ta dalu laukums

* Rinka ar radiusu R laukums ir vienads ar 7 R?.

¢ Rinka sektoralaukums ir proporcionals sektora centra lenka lielumam; tatad sektora laukums ir iegistams ka visa rinka
a
laukums, reizinats ar sektora centra lenka (grados) un pilna lenka (360°) attiecibu: nR? . —.

360
A A S(iekrasotajai dalai) = TR?

360°

2. piemers. Kvadrata, kura malas garums ir 2, ievilkts rinkis, un $aja rinki ievilkts kvadrats. Aprekinat iekrasoto dalu
laukumu S; un S; summu!

A B
E F
Sz 5
H S,
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Risinajums
Ievilkta rinka radiusa garums ir puse no kvadrata ABCD malas garuma, t.i., EO = FO = EAB = 1. Izmantojot
EF=VEO2+F0%?=V2.

Ar Sp apzimeésim ievilkta rinka laukumu. Apréekinam katras iekrasotas dalas laukumu:

Pitagora teoremu trijsturl EOF, iegust

1 1
e §1 = 2 (S(ABCD) - Sp) = 1 (4 —m);

.S, = i (So— S(EFGH)) = i (m—2).

Lidz ar to




3. Cetrstiira laukums

Izliekta éetrstiira laukums

Izliekts éetrsturis

Ja izliekta Cetrstiira diagonalu garumi ir d; un dy, bet lenkis starp diagonalém ir ¢, tad $i Cetrstiira laukums ir vienads
ar % dydy sin¢.

Y S(XYZT)=%-XZ-YT-Sin<{XOY

Paralelograma laukums

Paralelograms

Paralelograma laukums ir vienads
e ar ta malas un augstuma, kur$ novilkts pret $o malu, garumu reizinajumu: S = a- hg,.
e ar ta blakus malu garumu a, b un to ietverta lenka a sinusa reizinajumu: S = ab-sina.

B
C
/ /S(ABCD)AD-BEAD-AB-Sin<IDAB
&
A E D

3. piemers. Uz trapeces ABCD garaka pamata AD nemti tadi divi iekséjie punkti M un N, ka BM || CN. Pieradit, ka dalu
1, 2 un 3 (sk. zim.) laukumu summa ir vienada ar dalas 4 laukumu.
B
C
2
4
A M N D




Risinajums
Ar S(k) apzimesim k-tas dalas laukumu.
Pieskaitot pieradamas vienadibas S(1) + S(2) + S(3) = S(4) abam pusem lielumu S(5) + S(2) + S(6) un nemot vera, ka
S(1)+S2)+S5)=S(ABC), S(2)+S6)+S(3)=SBCD), S2)+S(5)+S6)+S4)=SBCNM),
iegtistam ekvivalentu vienadibu
S(ABC) + S(DBC) = S(BCNM).

Ievérojam, ka BCN M ir paralelograms (jo pretéjas malas ir pa pariem paral€las). Apziméjam attalumu starp taisnem AD
un BC ar h,bet BC= MN = a.
Tad n b
S(ABC)= =2, S(DBO)=%, S(BCNM) = ah.

Redzam, ka izpildas vienadiba S(ABC) + S(DBC) = S(BCN M), tatad izpildas ari ekvivalenta vienadiba S(1) + S(2) + S(3) =
S(4), kas bija japierada.

Romba laukums ir vienads

¢ ar ta malas un augstuma reizinajumu: S = a- h (ieverot, ka romba visas malas ir vienadas un ari visi augstumi ir
vienadi!);

¢ ar malas garuma kvadrata un lenka sinusa reizinajumu: S = a

2 .sina.

1
e ar diagonalu garumu reizinajuma pusi: S = B dids.

AC-BD
S(ABCD) = AD-BE = AB*-sin<<DAB =

Trapeces laukums

Trapece

Trapeces laukums ir vienads ar pamatu garumu pussummas un trapeces augstuma (attalums starp pamatiem) rei-
zinajumu.

2 C
AD+BC
S(ABCD) = ——-BE
m
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Varinjona paralelograms

Varinjona (Varignon) teorema

Pienemsim, ka ABCD ir patvaligs Cetrstiiris (ne noteikti izliekts). Ar P, Q, R, S apzimeéti attiecigi malu AB, BC, CD un
D A viduspunkti. Tad Cetrsturis PQRS ir paralelograms (saukts par Varinjona paralelogramu).

Turklat, ja ABCD ir izliekts Cetrsturis, tad paralelograma PQRS laukums ir vienads ar pusi no ABCD laukuma, t.i.,
S(ABCD) =2S(PQRS).

4. piemeérs. Dots, ka ABCD ir izliekts Cetrsturis. Paralelograma divas virsotnes atrodas malu AB un CD viduspunktos,
bet divas citas virsotnes — uz malam BC un AD. Pieradit, ka §1 paralelograma laukums ir divas reizes mazaks neka ABCD
laukums.

Risinajums

Dota paralelograma virsotnes apzimeésim ar K, L, M un N, bet malu BC un AD viduspunktus E un F.

No trijstiru ABC un ADC vidusliniju KE un MF ipaSibam izriet, ka

AC
KE| MF | AC, KE=MF= >

No trijstiiru BAD un BCD vidusliniju KF un ME ipasibam izriet, ka

BD
KF| ME|BD, KF=ME= -

Tatad KEMF ir paralelograms.
Visa Cetrstiira ABCD laukumu var apréekinat péc formulas:

AC-BD-sin¢

S(ABCD) = 2

)

kur ¢ ir lenkis starp diagonalem AC un BD.

Paralelograma K EMF laukumu var apréekinat ka
S(KEMF) = KE-KF-sin<FKE.

Tacu KE = 0.5 AC, KF = 0.5BD. Turklat, taka KE | AC, KF || BD, tad lenkis starp taisnem KE un KF ir vienads ar lenki
starp taisnem AC un BD. Lidz ar to

AC BD 1 AC-BD-si 1
S(KEMF) = ER -singp = 5 %m(p = 5S(ABCD).

Secinam, ka KEMF laukums ir puse no dota Cetrstiira laukuma.

Ta ka KLMN ir paralelograms, tad KM un LN viduspunkti sakrit. Ta ka KEMF ir paralelograms, tad KM un EF
viduspunkti sakrit. Tatad sakrit ari LN un EF viduspunkti. Tas iesp&jams divos gadijumos.

1. Punkts E sakrit ar L un N sakrit ar F; $aja gadijuma vajadzigais jau ir pieradits.



2. ELFN ir paralelograms. Tad BC || AD (un Iidz ar to ABCD ir trapece vai paralelograms). Saja gadijuma
1
S(ABCD)=KM-h=2- Eh-KM:Z-S(KLMN),

kur ar h apzimeéts attalums starp taisnem BC un AD.

Piezime. Var ieverot, ka KEMF ir Varinjona paralelograms Cetrstiirim ABCD. Faktiski risindgjuma pirmaja dala
pamatota Varinjona teorema.

5. piemers. Izliekta Cetrstari XY ZT nav paralélu malu. Pieradit, ka
1. nogrieznu XZ, YZ, Y T un X T viduspunkti ir paralelograma virsotnes;

2. ja XY = ZT, tad §is paralelograms ir rombs!

Risindajums

Apzimeésim XZ, YZ, Y T un X T viduspunktus attiecigi ar A, B, Cun D.

V4

No trisstiru XY Z un XY T vidusliniju AB un DC ipasibam izriet, ka

XY
AB|| XY ||CD un AB:CD:T.

Cetrstiira ABCD pretéjas malas AB un CD pretéjas malas ir vienadas un paralélas, tatad ABCD ir paralelograms.
Analogiski parada,ka AD | BC || ZT un AD=BC = % Lidz ar to, ja izpildas arivienadiba XY = ZT, tad iegiistam

XY _ ZT _
===

AB AD,

tatad ABCD ir rombs ka paralelograms, kura blakus malas ir vienadas.

Cetrstiiru laukumu nevienadibas
Ja Cetrstiira perimetrs ir P un laukums S, tad izpildas nevienadiba
s<L P2,
16

turklat vienadiba ir speka tad un tikai tad, ja Cetrsturis ir kvadrats.

Citiem vardiem, no visiem Cetrstiiriem ar fiksétu perimetru vislielakais laukums ir kvadratam.



Citas Cetrstiru laukumu nevienadibas:

1. Ja izliekts Cetrstiiris nav degeneréts (t.i., tas nav ne trisstiris, ne nogrieznis vai punkts), tad ta laukums S apmierina
nevienadibu

s<\/(p-a(p-hHp-op-d,

kur a, b, c, d ir €etrstiira malu garumi, bet p = 0.5(a+ b + ¢ + d) — pusperimetrs, turklat vienadiba pastav tikai tad, ja ap
Cetrstari var apvilkt rinka liniju.

2. Jaizliekta Cetrstira diagonalu garumi ir d; un dy, tad ta laukums S apmierina nevienadibu

1
S<-dyd,.
212

6. piemérs. Cetrstiiris ABCD ievilkts rinka linija. Ta diagonales AC un BD vienlaikus ir attiecigi lenku <BAD un <CDA
bisektrises. Nogriezna BC garums ir a, bet AD garums ir 2a. Apréekinat Cetrstira ABCD laukumu!

Risinajums
Ta ka AC un BD ir bisektrises, tad
<BAC=<CAD un <CDB=<BDA.
Ta ka ievilktie lenki <BDC un <BAC balstas uz vienu loku, tad <BDC = <BAC. Tatad pastav vienadibas

<{BAC=<CAD =<CDB =<BDA.

Hordas, uz kuram balstas vienadi ievilkti lenki, ir vienadas, tatad AB = BC = CD.

Taka AB = CD, tad loki AB un 6_5, kurus savelk §is hordas, ari ir vienadi; tacu no ta, ka loki starp hordam BC un
AD irvienadi, izriet, ka BC || AD. Secinam, ka ABCD ir vienadsanu trapece, kuras sanu malas ir vienadas ar isako pamatu
BC = a, bet garakais pamats AD péc dota ir vienads ar 2a.

Novilksim augstumu BE un apzimésim ta garumu ar k. Tad

_AD—BC_Za—a
T2 T 2

AE

a
2
un, no trisstura ABE,

2
h=BE=\/BA2— AE2 = az_“_zga.

4

Tatad trapeces ABCD laukums ir vienads ar

AD+BC a+2a V3 3V3 ,
S= h= —a=—=a".
2 2 2 4



7. piemers. Pieradit, ka izliekta cetrstira laukums ir ne lielaks ka 31 Cetrstiira visu malu garumu kvadratu summas
ceturtdala!

Risinajums
Pienemsim, ka dots izliekts Cetrstiiris, kura péc kartas nemtu malu garumiir a, b, c, d. Cetrstiira lenki, kuru veido
malas ar garumiem a un b, apzimesim ar «, bet lenki, kuru veido malas ar garumiem c un d, apzimésim ar . Tad Cetrstura
laukums ir ) )
S= Eabsina + Ecdsinﬁ.

Izmantosim faktu, ka sinusa funkcijas maksimala vertiba ir 1, t.i., sina@ < 1 un sinf < 1, ka ari nevienadibu starp vidéjo

aritmetisko un vidéjo geometrisko (ja x, y ir nenegativi skaitli, tad % = ,/Xy), no kuras izriet nevienadibas

232 2, 2
a +b cc+d
ab < , cd< .
2 2
Tatad dota Cetrstiira laukumu var novertéet ka:
1 1 1 1 a2+ E+d? A+ br+ct+d?
S=—absina+-cdsinf<-ab+—-cd < + = ,
2 2 2 4 4 4

kas ar1 bija japierada.

8. piemeérs. Kvadrats ar izmériem 1 x 1 sadalits dazos izliektos Cetrstiiros. Pieradit, ka visu iegiito Cetrstiru visu malu
garumu kvadratu summa ir vismaz 4.

Risinajums

Pienemsim, ka dotais kvadrats sadalits n Cetrstaros, turklat i-ta Cetrstiira malu garumi ir a;, b;, ¢; un d;, bet lau-
kums ir S;.

Visu sadalijuma Cetrstiru laukumu summa ir vienada ar sakotnéja kvadrata laukumu jeb
S1+S+...+85,=1,
savukart japierada nevienadiba

(@ +bi+ci+di)+ (a5 +b5+c;+d:)+...+ (a5 + b5+ ch+d2) = 4.

Tacu no iepriekseja piemera ir zinams, ka visiem i = 1,2, ..., n izpildas nevienadiba
a% + b + ¢ +dF = 4S;.
Saskaitot §is n nevienadibas, ieglistam vajadzigo:

(@ +bi+ci+di)+ (a5 +b5+cs+d2)+...+ (a2 + D5+ c2+d2) = 4(S1+Sa+...+Sp) = 4.

9. piemeérs. Attalumi no punkta O lidz izliekta Cetrstira virsotném ir a, b, ¢, d, pie tam a < b < ¢ < d. Kads ir lielakais
iespéjamais $i Cetrstiira laukums?

Risinajums
Pienemsim, ka dots izliekts Cetrstiiris XY ZT.

Katrs XY ZT punkts pieder vismaz vienam no trisstiriem OXY, OY Z, OZT un OT X, tapéc apskatama Cetrstiira
laukums nav lielaks ka $o cetru trisstiiru laukumu summa:

S(XYZT)=S(OXY)+S(OYZ)+S(OZT)+S(0TX), (1)



turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja trisstiiri neparklajas.

1 1
Jebkura trisstira OM N laukums ir 3 OM-ON -sin<<MON < 3 OM - ON, tatad

0X-0Y+0Y-0Z+0Z-0T+0T-0X (0X+0Z2)-(0Y +07T)

S(OXY)+S(0YZ)+S(0ZT)+S(0TX) = 2 2

@
turklat vienadiba pastav tad un tikai tad, ja

<4XO0Y =<Z0Y =<Z0T = <X0T =90°.

No (1) un (2) secinam, ka
(OX+02)-(0Y +0T)

SXYZT) = 5

turklat vienadiba izpildas tad un tikai tad, ja
1. trisstari OXY, OY Z, OZT un OT X neparklajas un
2. <X0OY =<Z0Y =<ZOT =<XO0T =90°.

Tas ir iesp€jams, ja XY Z T diagonales ir savstarpéji perpendikularas un O ir to krustpunkts. Pastav 3 iespéjas, ka
izveleties attalumus no O lidz Cetrstara virsotném, sk. zim.:

Laukumi ir attiecigi
1 1 1
S = §(a+c)(b+d), Sy = §(a+ b)(c+d), S3= E(a+d)(b+ ).
Ievérojam, ka

1 1 1
S3—-81= E(ab+ac+db+dc—ab—ad—cb—cd)= E(ac+db—ad—cb) = E(b—a)(d—c)>0.

1
Lidzigi pierada, ka S3 > S,. Tatad lielakais iespéjamais Cetrstiira XY ZT laukums ir S3 = 3 (a+d)(b+c).

10. piemers. Dots trisstiiris ABC. Uz ta malu pagarinajumiem atliek nogrieZznus AV = AU = BC, BX = BW = AC un
CY = CZ = AB (sk. zim.); pieradit, ka
S(UVWXYZ)=13S(ABQC).



Risinajums

Apzimeésim nogriezZnu garumus

AV=AU=BC=aq;
BX=BW=AC=b;
CY=CZ=AB=c.

Ieveéro, ka

S(AXY) 05AX-AY-sinXAY AX-AY (AB+BX)-(AC+CY) (b+c)

= = = 3
S(ABC)  0.5AB-AC-sinBAC  AB-AC AB-AC bc ®)
Lidzigi pierada, ka
S(BUZ) (a+c)? S(CVW) _ (a+b)? @
S(ABC)  ac ’ S(ABC)  ab
Analogiski,
S(CYZ) 05CY-CZ-sinZCY CY-CZ _c? )
S(ABC)  0.5CB-CA-sinBCA CB-CA ab
un
SBBWX) b? S(AUV) _ a? ©)
S(ABC) ac’  S(ABC)  bc’
Pieradamais apgalvojums ir lidzvertigs apgalvojumam
SWUVWXY Z)
— " >13.
S(ABC)
Pieskaitot abam §1s nevienadibas pusém 2, iegiist ekvivalentu nevienadibu
S(UVWXY Z) +2S(ABC)
> 15. (7)

S(ABC)

Ieverojot, ka

SWUVWXYZ)+2S(ABC) = |S(CVW) +S(CY Z)

+ (S(BUZ) + S(BWX)) + (S(AXY) +S(AUV) |,

10



pieradamo nevienadibu (7) var ekvivalenti parveidot sadi:

S(CVW) . S(BUZ) N S(AXY) N S(CYZ) + S(BWX) N S(AUV) -
S(ABC) S(ABC) S(ABC) S(ABC) S(ABC) S(ABC) —

8

Izmantojot (3)-(6), iegtistam, ka japierada nevienadiba

(Io+c)2+(a+c)2+(a+b)2+c2 +b2+a2>15 ©)
bc ac ab ab ac bc

Tacu $1 nevienadiba izriet no sakaribas starp nenegativu skaitlu videjo aritmetisko un vidéjo geometrisko (AM-GM ne-
vienadibas): ja x1, Xz, ..., X, ir nenegativi skaitli, tad izpildas nevienadiba

X1+Xo+...+ X,
n

= {/xX1X2... Xp.
Nemot AM-GM nevienadiba n =2, x; = b >0, x, = ¢ > 0, ieglist

b
;chvbc.

Kapinot abas nevienadibas puses kvadrata (ekvivalents parveidojums, jo nevienadibas abas puses ir nenegativas), iegtist

(b+c)?
4

= bc

vai, ekvivalenti,
(b + ¢)?
bc

=>4

Analogiski parada nevienadibas
(a+c)? (a+Db)*
>4 >4.

=

ac ab

Saskaitot $is tris iegitas nevienadibas, iegust

(b+c)? (a+c)? (a+Db)?
+ + =
bc ac ab

12. (10)

. . . . . g 2 2 2 .
Visbeidzot, izmantojot AM-GM nevienadibu ar n =3 un x; = %, Xo = %, X3 = %, iegustam

L‘Z b2 a2 2 2 2
@b actpe L sfc” DT oAt
3 “Vab ac bc

¢ b

P + P + be =3. (11)
Saskaitot patiesas nevienadibas (10) un (11), iegistam (9), tatad ta ari ir patiesa nevienadiba. Lidz ar to ekvivalenta ne-
vienadiba S(UVW XY Z) = 13S(ABC) arl ir patiesa.

vai, ekvivalenti,

4. Pikaformula

Pienemsim, ka dots kvadratisks rezgis ar malas garumu 1. Apskatam daudzstirus, kuru virsotnes atrodas rezZga pun-
ktos.

Pika formula

Ja daudzstuira visas virsotnes atrodas kvadratiska rezga punktos, uz ta kontiira atrodas r reZga punkti (ieskaitot virsot-
nes), bet daudzstura iekSpuse ir i rezga punkti, tad ta laukums ir vienads ar

T
S=i+--1.
2

11



Piemers:

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |
) .,,,,L L J L __

| | | | | | |

| | | | | | |

| | | | | | |
. A A . -

By R R O

| | | | | | | | |
¢ e e e e s -

0 LN

| | | | | | | | | 1
——— ¢ | CEeEEEEs  S=6+—-1=6+5.5-1=105

N

| | | | | | | | |
,,,,L,,,,L,,,,\,,,,J,,,,L,,,,‘,,,,\,,,,J,,,,L,,,,

| | | | | | | | |

| | | | | | | | |

| | | | | | | | |

| | | | | | | | |
—===d====Fk====lc===d====$%====fF====l====Hd====$#====

| |
| |

11. piemers. Trisstiira ABC mala AB ir ar garumu 1 un visas ABC virsotnes ir reZga punkti. Zinams, ka augstuma, kas
vilkts no C pret AB, garums ir 2. Pieradit: uz vienas no malam AC vai BC atrodas tiesi viens reZga punkts.

Risinajums

Trisstira laukums ir S = 12—2 = 1. Saskana ar Pika formulu, S =i + 5 — 1. Tatad izpildas vienadiba

'+r 2 (12)
i+—-=2.
2

r
Zinams, kar 23 un i =0. Jabutu i = 1 (t.i, ja AABC iek$puse buitu kaut viens rezga punkts), tad i + 3 >1+15=25

un vienadiba (12) nevaretu izpildities. Tatad i = 0. Tacu tad no (12) seko, ka r =4, t.i., bez punktiem A, B, C uz trisstura
kontura atrodas vel viens rezga punkts. Ta ka tas nevar atrasties uz malas AB (jo tas garums ir 1), tad tas atrodas uz kadas
no malam AC vai BC, kas ar1 bija japierada.

12. piemers. Piecstura visas virsotnes atrodas kvadratiska reZga punktos. Kads ir mazakais iespéjamais $1 piecstura lau-
kums, ja tas

1. var but ieliekts;

2. irizliekts?

Risinajums
Ta ka piecstiirim uz konttira atrodas vismaz pieci rezga punkti (virsotnes), tad r = 5, i = 0 un no Pika formulas
izriet, ka ta laukums ir

r
S:i+§—120+2.5—1=1.5.

Ja piecsturis var bit ieliekts, tad ta laukums var but 1.5, sk. piemeéru:

12



L ee
L 5

R e o §=0+2-1=15
| | | | |

Tatad ieliektiem piecsturiem, kuriem visas virsotnes ir rezga punkti, mazakais iespejamais laukums ir 1.5.

Pieradisim, ka izliektu piecstiru gadijuma mazakais iespéjamais laukums ir 2.5. To, ka eksisté tads izliekts
piecstiris ar virsotném reZga punktos, kura laukums ir 2.5, pierada $ads piemeérs:

.. 5
e §=1+2-1=25
| | | | |
e e e

Pieradisim, ka katram $adam piecstiirim iek§pusé atrodas vismaz viens rezga punkts, t.i., i = 1; tad no Pika formu-
las sekos, ka $ada piecstira laukums ir vismaz

r
S=i+§—121+2.5—1=2.5,

un biis pieradits, ka izliektu piecstiru gadijuma mazakais iespéjamais laukums ir 2.5.

Pienemam pretéjo: eksiste izliekts piecstiiris, kura virsotnes atrodas rezga punktos un kuram iek§pusé nav neviena
reZga punkta.

Varam pienemt, ka $adam piecstiirim uz malam nav citu reZga punktu ka vien piecstiira virsotnes. Pamatojums:
ja tas ta nebiitu, piemeéram, ja uz malas AB Vel atrastos rezga punkts M, tad sakotneja piecstiira ABCDE vieta varétu
aplikot piecstiiri AMCDE, kas atkal ir izliekts piecsturis ar virsotném rezga punktos (turklat AMCDE iekSpuse nebtitu
neviena rezga punkta, jo to nebija ari ABCDE iekSpuse), sk. zim. Ta ka uz katras malas var bt tikai galigs rezga punktu
skaits, tad §ada veida var pakapeniski nonakt lidz izliektam piecstiirim, kura visas virsotnes ir reZga punktos, bet citu
punktu uz ta kontiira nav.

E D

Var uzskatit, ka plakné ieviesta koordinatu sistéma ta, ka rezga punkti ir tie un tikai tie punkti, kam abas koordinatas
ir veseli skaitli. Visus reZga punktus var sadalit Cetros tipos:
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¢ punkti, kuriem abas koordinatas ir para skaitli, t.i., punkti forma (p, p);

* punkti, kuriem abas koordinatas ir nepara skaitlj, t.i., punkti forma (n, n);

* punkti, kuriem pirma koordinata ir para skaitlis, bet otra — nepara, t.i., punkti forma (p, n);
e punkti, kuriem pirma koordinata ir nepara skaitlis, bet otra — para, t.i., punkti forma (n, p).

Ta ka piecstirim ir piecas virsotnes, tad vismaz divas no tam ir viena un ta pasa tipa; So virsotnu veidota nogriezna
viduspunkts (apzimeésim to ar N) lidz ar to arl ir reZga punkts.

Ir divas iespé€jas:

1. Sis virsotnes nav piecstiira blakus virsotnes; tad to veidotais nogrieznis ir diagonale un tas viduspunkts N ir
piecstiira iek$éjs punkts. Tacu ta ir pretruna ar pienémumu, ka apskatamajam piecstiirim iekSiené nav reZzga pun-
ktu.

2. Sis virsotnes ir blakus virsotnes; tad to veidotais nogrieznis ir piecstiira mala un tas viduspunkts N ir vel viens
rezga punkts, kas atrodas uz piecstiira kontiira. Tacu ta ir pretruna ar pienémumu, ka apskatamajam piecstirim uz
kontiira nav citu rezga punktu ka vien virsotnes.

Iegtita pretruna; tatad pienemums, ka eksisté izliekts piecstiiris, kura virsotnes atrodas rezga punktos un kuram
iekSpuse nav neviena rezga punkta, izradijies aplams. Tas arl nozimeé, ka izliektu piecstiiru gadijuma to laukums ir vismaz

r
S=i+§—121+2.5—1=2.5.

No Pika formulas izriet §ads secindjums:

Ja daudzstuira visas virsotnes atrodas kvadratiska rezga (ar malas garumu 1) punktos, tad ta laukums ir vai nu naturals
skaitlis, vai ari naturals skaitlis un viena puse; t.i., $ada daudzstiira laukumu var izteikt forma

=2
2

kur n — naturals skaitlis.
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