Neklatienes nodarbibas vidusskoléniem 3. nodarbiba 2016./2017. m.g.

Uzdevumi un atrisinajumi

1. Doti tadi seSi pozitivi skaitli a,, a,, as, a4, as un ag, kam
a,a4 = aya3 = asag = 2017.
Kada ir mazaka iespéjama izteiksmes (a; + a, + az)(ay + as + ag) vértiba?
Atrisinajums. Saskana ar nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko

a, +a, + az = 33/a;a,a; un a, + as + ag = 3%/ asasag.
Tatad

(a; + az + az)(ay + as + ag) = 3 /a,a,0a3 - 33/asasas = 93 (a1a4)(azas)(azaq) =

=93/2017 - 2017 - 2017 =9 - 2017 = 18153.
Vienadiba tiek sasniegta, pieméram, ja a; = a, =az = 2017 un a, = as =ag = 1. Tatad dotas
izteiksmes mazaka iespéjama vértiba ir 18153.
2. Doti pozitivi skaitli x, y, z un t. Pieradit, ka

x*+yt+zt+ et + 4axyzt <3(x+y+z+ ) (x3 +y3 + 23 + t3).
Atrisinajums. Doto nevienadibu var ekvivalenti parveidot forma

4xyzt <3(x+y+z+t)(x3+y3+ 23 +63) — (x* +y* + 2 + t4).
Atverot labaja pusé iekavas, ieglistam tadu 44 saskaitamo summu, kuru reizinajums ir vienads ar (xyzt)**:

B3(x+y+z+ )3 +y3+ 23 +3) - (x*+yt+ 2zt +thH) =
= 2x* + 2y* + 2z* + 2t* 4+ 3xy3 + 3xz3 + 3xt3 + 3yx3 + 3yz3 +
+3yt3 + 3zx3 + 3zy3 + 3zt3 + 3tx3 + 3ty3 + 3tz3

(saskaitamo 2x* uzskatdm par divu saskaitamo x* un x* summu, bet 3xy3 par tris saskaitamo summu
xy3 + xy3 + xy3).

Pielietojot nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko Siem 44 saskaitamajiem, ieglistam,
ka labas puses izteiksmes vértiba ir vismaz 44 *\/ (xyzt)** = 44xyzt, kas ari bija japierada.

3. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem x, y un z izpildas nevienadiba
1 1 1 3
+ + > :
x+xy y+yz z+zx 1+xyz
Atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam doto nevienadibu, reizinot abas puses ar pozitivu skaitli 1 + xyz un
tad abam pusém pieskaitot 3. leglistam nevienadibu
1+xyz 1+ xyz 1+xyz
S0 GO T S O W
x+xy y+yz Z+zx

jeb, ekvivalenti,

1+x+xy+xyz+1+y+yz+xyz+1+z+zx+xyz> 6
X+ xy y+yz zZ+2zx -
levérosim, ka var parveidot nevienadibas kreisas puses izteiksmi:
1+x y(1+2z) 1+y z(1+x) 1+z x(1+y)
x(1+vy) 1+y y(1+2z) 1+z z(1+x) 1+x

= 6.

Tagad kreisaja pusé ir sedi saskaitamie, kuru vidéjais geometriskais ir ¥/1 = 1. Péc nevienadibas starp
videjo aritmeétisko un vidéjo geometrisko, iegiistam, ka nevienadibas kreisas puses izteiksmes vértiba ir
vismaz 6, kas art bija japierada.
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4. Pieradit, ka pozitiviem skaitli a, b un c izpildas nevienadiba

a c
1= + + ,
a++(@a+b)a+tc) b+ yb+c)b+a) c++(c+a)c+Dhb)
Atrisinajums. Vispirms pamatosim, ka /(a + b)(a + ¢) = Vab + vac. Lai to pieraditu, kapinam abas

nevienadibas puses kvadrata, iegustot (a+b)(a+c)=ab+ ac+ 2avbc jeb, ekvivalenti,
a? + bc = 2avbc. Taéu § nevienadiba izriet no nevienadibas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo

geometrisko, tatad ari tai ekvivalenta nevienadiba +/(a + b)(a + ¢) = vab + +/ac ir patiesa.

Veicot lidzigus novertéjumus, ieglistam, ka dotas nevienadibas labo pusi varam novertét sadi:

c
a++(a+b)a+c) b+w/(b+c)(b+a \/(c+a)(c+b)s

a+\/_+\/_c b+x/%+\/_ c+\/_+\/c_a

a b c
:\/E(\/E+\/E+\/E)+\/E(\/E+\/E+x/5)+\/5(x/5+\/5+\/5):
Va Vb Ve _Va+Vb++e

V@t Vb VbAvatve Vetvbiva vatvbive

kas ar bija japierada.

5. Pienemsim, ka a, b un c ir pozitivi skaitli, kas apmierina vienadibu abc = 1. Pieradit, ka izpildas nevienadiba

1 1 1 1
< -
@+ 12+ 0+02—2b T+ D2+(c+1)2—2c (et 12 +@t+1)2—2a"2

Atrisinajums. levérosim, ka saskana ar nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko

(a+1)2+B+1)2=22(a+1)(b+1)=2ab+2a+2b+2.

Tas nozimé, ka pirmo saskaitamo var noveértét ka
1 1 1

< = .
(a+1)?+(b+1)2—-2b~ 2ab+2a+2b+2—-2b 2ab+2a+2

Lidzigi novértéjot paréjos saskaitamos, iegustam, ka pieradamas nevienadibas kreisa puse apmierina
1 N 1 N 1 <
(a+1)?2+B+1)2-2b (b+1)2+(c+1)?-2c (c+1)2+(a+1)2-2a"

1 1 1 1
< —( + + )
2\1+a+ab 1+b+bc 1+c+bc
1
1+a+ab 1+b+bc 1+c+bc
Ta ka abc =1, tad eksisté tadi pozitivi skaitli x,y,z, ka a = g, b =3Z—/ un ¢ = % Lidz ar to pirmo S

Apziméjam S = . Pamatosim, ka S = 1, tas ar1 pieradis prasito nevienadibu.

saskaitamo var parrakstit ka
1 1 vz

1+a+ab=1+£+£=y2+2x+xy'
y 'z

Lidz ar to ieglstam, ka
vz Xz xy

yz+zx+xy yz+zx+xy yz+zx+xy



