Neklatienes nodarbibas vidusskoléniem 3. nodarbiba 2016./2017. m.g.

Nevienadibu pieradisana — klasiskas nevienadibas

lepriek$eja nodarbiba aplukojam panémienu, ka pieradit nevienadibas, atdalot pilnos kvadratus un sadalot
nevienadibas vienu vai abas puses reizinatajos. Tomér bieZi vien sarezgitakas nevienadibas neizdodas pieradit
izmantojot tikai Sos panémienus, tapéc ir lietderigi zinat un prast pielietot dazas specialas nevienadibas.

Nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko

lespéjams, pati pazistamaka un biezak lietota ir nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko.
BieZi to saisinati apzimé ka A = G (angliski: AM-GM, arithmetic mean - geometric mean).
Definicija. Par n skaitlu a4, a,, ..., a, vid€jo aritmétisko sauc lielumu Gatapt nog tn

Definicija. Par n nenegativu skaitlu a4, a,, ..., a,, vidéjo geometrisko sauc lielumu {/a, - a, - ... a,.

Nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko

Ja aq,ay, ..., a, ir nenegativi skaitli, tad
aq +a2 “F "'+an
n Zn,/al'az'...'an,
tas ir, skaitlu vidéjais aritmétiskais ir lielaks vai vienads ar So skaitlu vidéjo geometrisko, turklat vienadiba ir
tad un tikai tad, ja visi skaitli ir vienadi.

Secinajumi
o Jan = 2, tad nevienadiba apgalvo, ka x;—y = ./xy nenegativiem skaitliem x un y.
o Jan = 3, tad nevienadiba apgalvo, ka % > 3/xyz nenegativiem skaitliem x, y un z.
o  Dafreiz novértgjumu ir érti lietot forma a; + a, + -+ a, = n- 4a; - ay - .- ay.
o  Pozitiviem skaitliem x un y izpildas nevienadiba §+i—/ => 2, tas ir, skaitla un tam apgriezta skaitla

summa ir vismaz 2.

. . . 1
o Jax ir pozitivs skaitlis, tad x + o > 2.

Uzdevumi no matematikas sacensibam

1. Dots, ka a un b — pozitivi skaitli. Pieradit, ka 3a® + 5b® > 8a3b°®.
Atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp vidéjo aritmeétisko un vidéjo geometrisko, ieglistam

3a® +5b8 = aB +aB +ad + b8 + b8 + b8+ b8+ b8 >8-ad-ad-ad b8 -h8-h8 b8 b8 =
= 8a3h®.

- - o . o 2017 .
2. Kadu mazako vértibu var pienemt izteiksme x + — jax> 0?

Atrisinajums. No nevienadibas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko izriet, ka

2017 2017
>2 |x-
x x

= 2v2017.

x +

So vértibu izteiksme sasniedz, ja abi saskaitamie ir vienadi, tas ir, x = gjeb x% =2017 unx =+/2017.

levéro! Uzdevuma, kura jaatrod lielaka (mazaka) vértiba, atrisinajumam jasastav no divam dalam:
1) jaatrod vislielaka (vismazaka) vértiba un japarada piemérs, kura izpildas visas prasibas;
2) japierada, ka lielaku (mazaku) vértibu iegat nevar.



Neklatienes nodarbibas vidusskoléniem 3. nodarbiba 2016./2017. m.g.

3. Dots, ka a, b un c ir pozitivi skaitli. Pieradit, ka (1 + ab)(1 + ac)(1 + bc) = 8abc.
Atrisinajums. No nevienadibas AM-GM izriet, ka

1+ ab = 2Vab; 1+ ac = 2vVac; 1+ bc = 2vVbc.
Sareizinot ieglitas nevienadibas (to drikst darit, jo katras nevienadibas abas puses ir pozitivas), ieglistam

(1 + ab)(1 + ac)(1 + bc) = 2vab - 2vac - 2Vbc = 8Vabachc = 8abc.

L e - . o111 9
4. Pieradit, ka pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas nevienadiba =+ -+ - > .
a b c a+b+c

Atrisinajums. Reizinot abas nevienadibas pusesara + b + ¢ > 0, ieglistam
(a+b+®(1+1+1)29
a b c
Novertésim nevienadibas kreisas puses izteiksmi:

+b+ (1+1+1>—3+(a+b>+€+f)+(a+c)>3+2+2+2—9
(arbragtyte) =3+ e ctp) T ra)= =9

kas ar bija japierada.

5. Pieradit, ka visiem realiem x un y pastav nevienadiba x?y2(x? + y? — 3) > —1.
Atrisinajums. Ja X =0 vai y =0, tad 0 = —1 un nevienadiba ir patiesa.

Jax # 0uny # 0, tad, dalot nevienadibas abas puses ar x2y2 > 0, ieglistam
1

2 2 .
x“+y“—32 _xzyz'
2 2
x“+yc+ x2y7 > 3.
Nevienadibas kreisas puses izteiksmei lietojam nevienadibu AM-GM un ieglstam vajadzigo
3 1
2 2 . 2.2, —
x“+y +x2y2_3 Xy x2y2_3

6. Dots, ka 0 < a, b, ¢ < 1. Pieradit, ka Vabc + /(1 —a)(1 —b)(1 —¢) < 1.
Atrisinajums. Ja0 < a,b,c < 1,tad Vabc < Vabc.
Izmantojot ieprieks ieglito novértéjumu un nevienadibu AM-GM, ieglistam

Vabe +J(1 —a)(1 —b)(1 —c¢) < Vabc + (1 —a)(1 —b)(1 —¢) <

a+b+c 1—-a+1-b+1-c
< 3 + 3 =1,

kas ar1 bija japierada.

7. Dots,kaa>b >c >d. Pierédit,kaa—d+L+L+L26.
a-b b—c c—d

Atrisinajums. Nevienadibas kreisas puses izteiksmei pieskaitam un atnemam vienus un tos pasu

saskaitamos:
s e bb—cto—dr—— gt
a—-b b-c c—d_a cre 1a—b1b—c c—d

=(@a-b)+(b—-c)+(c—d)+

a—d+

+ -
a—b b—c c—d
1 1 1
=(a-b)+——+bh-c)+——+(c—-d)+——=2+2+2=6.
a—>b b—c c—d
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Citas nevienadibas starp vidéjiem

Pozitiviem skaitliem a;, i = 1,2, ..., n izpildas nevienadibas.
Nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo kvadratisko Q = A:

af+a%+---+a$l>a1+a2+-~-+an
n n '

Nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo harmonisko A > H:

a; +a; +--+ay, n
1

n —1 1’
ot

Piezime. Ir spéka nevienadibasQ > A > G = H.

Kost nevienadiba

Cita nozimiga nevienadiba ir Kol nevienadiba (saukta ari par Kosi-Svarca vai Ko&i-Bunakovska
nevienadibu).

Kost nevienadiba
Ja Xq,%3, .., Xp UN Y1, Vo, ..., Yy ir readli skaitli, tad
2 2 2 2
(F+a3+ -+ 22) T+ Y5+ +y5) = (1 + X2y2 + -+ X V)
Turklat vienadiba ir tad un tikai tad, ja eksisté tada konstante ¢, ka y; = ¢xq, Y, = X3, ..., Y = CXp,
vaiarix; = x, = =+ = Xp,.

BieZi izmantotas sekas no Kosi nevienadibas var formulét $adi: Ja x4, X3, ..., X, UN Y1, Y2, oo, Yy IF
nenegativi skaitli, tad ir speka nevienadiba

2
(\/le’1 + /X2y + o+ \/ann) S txt+ ot x)@ Yty

Piemérs. Pozitivi skaitli a, b, c apmierina vienadibu va + Vb + +/c = 2. Pieradit nevienadibu
a b c 1

+ + = .
b+3c c¢c+3a a+3b a+b+c
Atrisinajums. Reizinot nevienadibu ar pozitivu skaitli ((b +3c)+(c+3a)+ (a+ 3b)) =

4(a + b + c), iegustam ekvivalentu nevienadibu

b c
((b+3c)+(C+3a)+(a+3b))(b+3c c+3a+a+3b)24'

No Kosi nevienadibas izriet, ka

b c
>
((b+3c)+(C+3a)+(a+3b))(b+36 c+3a+a+3b>_

+\/(c+3a)-c+b

=(a+Vb++c) =

2

c
+\/(a+3b)-a+ =

\/(b+3c)-b 3D

kas ari bija japierada.



Neklatienes nodarbibas vidusskoléniem 3. nodarbiba 2016./2017. m.g.

Literatiira
o A.LoCmele, I.Palma, L.Ramana, A.AndZans «Nevienadibu pieradisanas metodes», 1997
http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/05/Nvd _pier.pdf

o J.Herman, R.Kucera, J.Sim$a «EQUATIONS AND INEQUALITIES. Elementary problems and Theorems in Algebra
and Number Theory», Springer, 2000

o Mazas matematikas universitates lekcija “Nevienadibas starp vidéjiem” materialu http://nms.lu.lv/mmu/m-g/



http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/05/Nvd_pier.pdf
http://nms.lu.lv/mmu/m-g/

