Rekurentas virknes

Rekursija ir metode, ka kaut ko definét (visbiezak virkni), izmantojot jau definétas vertibas. Vienkarsakais $adu sa-
karibu piemérs ir aritmétiska un geometriska progresija, kuras medz aprakstit attiecigi ka “virkne, kura katru nakamo lo-
cekli iegiist, ja iepriekSejam pieskaita vienu un to pasu skaitli (diferenci d)” un “virkne, kura katru nakamo locekli iegust,
ieprieksejo locekli reizinot ar vienu un to pasu skaitli (kvocientu g)”.

Aritmetiska progresija

Pienemsim, ka d ir fikséts skaitlis. Virkni (a;) 1, kas visiem 7 = 1 apmierina vienadibu
ap1 = ap+d,
sauc par aritmeétisko progresiju; skaitli d sauc par $is progresijas diferenci.

Atgadinasim, ka aritmeétiskajai progresijai ir speka §adas ipasibas:
1. Vispariga locekla formula, kas lauj aprekinat a,, neizmantojot virknes iepriekséjo loceklu vertibas:

a,=a;+(n-1)d.
2. Pirmo n loceklu summas formula:

a) + an
2

Geometriska progresija

Pienemsim, ka q ir fiksets skaitlis, turklat g # 0. Virkni (b,,) ,=1, kas visiem n = 1 apmierina vienadibu

ayt+ay+...+ay=

bpi1=bn-q,
sauc par geometrisko progresiju; skaitli g sauc par §is progresijas kvocientu.

Atgadinasim, ka geometriskajai progresijai ir speka sadas ipasibas:
1. Vispariga locekla formula, kas lauj aprekinat b,, neizmantojot virknes iepriekséjo loceklu vertibas:

bn=by-q" .
2. Pirmo n loceklu summas formula:

q"-1
qg-1"

bi+by+...+b,=b;-

Piezime. Mineétas aritmeétiskas un geometriskas progresijas ipasibas iespéjams pieradit ar matematisko indukciju; ari
daudzam citam rekurentam virkném bieZi vien dazadas ipasibas ir érti pieradit, izmantojot matematisko indukciju, tomer
Saja materiala $ada tipa piemerus neaplikosim.

Cits tipisks un labi pazistams rekurentas virknes piemeérs ir Fibonaci skaitlu virkne (Fy,) »en, kuru define ar sakaribam
F) =F =1un Fuyy = F, + Fyy, ti., virknes pirmie divi locekli ir vienadi ar 1, bet katrs nakamais ir iegtistams ka divu
ieprieksejo loceklu summa. Viegli aprekinat, ka nakamie virknes locekli ir F3 = 3, F4 =5, F5 = 8 utt.

No otras puses, lai aprekinatu sada veida definétas virknes, teiksim, 2016-to locekli, baitu vispirms jaapréekina visi
ieprieksejie virknes locekli! Tadel reizem ir izdevigi rekursivi definetai virknei atrast vispariga locekla formulu (kas biitu
atkariga tikai no locekla kartas numura). Reizém tas ir vienkarsi (piemeéram, ja virkne ir rekursivi definéta ar a; = 2 un



a, =2ay-1, tad virknes vispariga locekla formula ir a,, = 2"), reizém - ka Fibonaci virknes gadijuma - tas ir gratak, tacu
iespejami.
Panémienam, ka noteikta veida rekurentam virkném atrast vispariga locekla formulu, veltita materiala pedéja sadala.

Savukart pirmajas divas sadalas tiek demonstreéts, ka ir iespeéjams saskaitit objektus vai veidus, definéjot virkni (vai virknes)
un pieradot, ka ta apmierina rekurentu sakaribu.

Galvenie jedzieni

e Par rekurences sakaribu sauc vienadojumu, kas apraksta, ka iegut virknes nakamo locekli, izmantojot
virknes ieprieksejos loceklus. Piemeram, Fibonaci virknes gadijuma rekurences sakariba ir F,42 = Fj, + Fy41.-
Aritmetiskas progresijas gadijuma rekurences sakariba ir a,+; = a, + d, bet geometriskas progresijas gadijuma
rekurences sakariba ir b,+1 = by, - q.

¢ Rekurences vienadojuma karta apraksta, cik ieprieksejie virknes locekli ir izmantoti, lai definétu nakamo
virknes locekli (precizak — cik talu virkneé ir “japakapjas atpakal’, lai aprekinatu nakamo locekli). Pieméram,
Fibonaci virkne rekurences karta ir 2; aritmetiskas un geometriskas progresijas karta ir 1. Savukart virknei, kura
apmierina rekurences sakaribu a; = 3a;,-1 — 2a,-3, rekurences karta ir 3 (lai ari izmantoti tikai divi locekli, ir
"japakapjas atpakal” par trim locekliem, lai aprekinatu a;)
Rekurences karta var ari vispar nebtut defin€ta; piemeéram, t.s. Katalana skaitli apmierina rekurences sakaribu

Cni1=CpCp,+C1Cp1+CoCpa+...+Cy_1Cy + C,,Cy,

t.i., katrs loceklis ir atkarigs no visiem iepriek$ejiem locekliem.

» Rekurences sakariba parada tikai to, ka iegtit nakamos virknes loceklus; ta nepasaka, ka virkne sakas. Tapeéc
nepiecieSami sakuma nosacijumi, kas apraksta, ka virkne sakas. Pieméram, Fibonaci virknes gadijuma sakuma
nosacijumi ir F; = 1, F, = 1. Ja maina sakuma nosacijumus, tad parasti mainas ari pati virkne. Pieméram, ja
virkni (L,) ,en definé ar tadu pasu rekurences sakaribu ka Fibonaci virknei, t.i., L,12 = L, + L1, tacu ar citiem
sakuma nosacijumiem L; = 1, L, = 3, tad iegstam t.s. Lukasa skaitlus: L3 =4, Ly =7, L5 = 11 utt.

Piezime. Dazados avotos virknes numeraciju medz sakt atskirigi, pieméram, Fibonaci virkni médz uzdot ar
sakuma nosacijumiem Fy =0, F; = 1, vai pat F_; = 1, Fy = 0; abos gadijumos iegistam vienu un to pasu virkni,
jo no rekurences sakaribas F,, 2 = Fj,41 + F, izriet F; = F, = 1.

1. Vienkarsa rekurence

Ir daudz uzdevumu, kurus iespejams atrisinat, ja izdodas paradit, ka uzdevuma atbilde ir rekurentas virknes loceklis,
turklat Sai virknei var atrast gan rekurences sakaribu, gan sakuma nosacijumus. BieZi vien tie ir uzdevumi, kuros tiek prasits
saskaitit kadu objektu (konfiguraciju, veidu utt.), kas atkarigi no parametra n, skaitu, turklat

* iriespéjams paradit, ka Sos objektus var ieglit no tada pasa veida objektiem, tacu ar mazaku parametra n vertibu;

* ja parametra n vertiba ir maza (teiksim, n =0, n = 1 vai n = 2), tad ir viegli saskaitit vajadziga veida objektus.

1. piemers. Cik veidos taisnstiri 2 x 12 var sagriezt gabalinos 1 x 2?

Risinajums
Ar aj apzimeésim, cik veidos var sagriezt taisnsturi 2 x k gabalinos 1 x 2 (sauksim 1 x 2 gabalinu par horizontalu

domino un 2 x 1 gabalinu par vertikalu domino). Viegli redzet, ka a; = 1, a, = 2, ag = 3. Apliukosim taisnstiiri 2 x n. Ta
kreiso apaksejo rutinu var nosegt divos veidos:

1. ar vertikalu domino; tad pirma kolonna ir nosegta un atliek noklat taisnstari 2 x (n — 1), ko var izdarit a,—; veidos;

2. ar horizontalu domino; bet tad obligati virs ta jaievieto otrs horizontals domino, un mums atliek noklat taisnstari
2 x (n—2), ko var izdarit a,,_, veidos.

No summas likuma izriet rekurences sakariba a;, = a,-1 + a,—». Izmantojot $o sakaribu un atrastas sakuma veértibas
ay =1, ap = 2, varam aprekinat a;»:




a, |1 12|35 |8 |13 |21 | 34 |55 |89 | 144 | 233

Tatad taisnstiri 2 x 12 var sagriezt 1 x 2 gabalinos 233 dazados veidos.

2. piemeérs. Dots, ka n = 2 ir naturals skaitlis. Virkni, kura pa reizei uzrakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz » ieskaitot,
sauksim par n-labu, ja tiesi viens skaitlis ir lielaks par tam $aja virkne sekojoso skaitli. Cik ir n-labu virknu?

Risinajums
Ar f(n) apzimésim n-labu virknu skaitu. Viegli parbaudit, ka f(2) = 1.
Apskatisim (n + 1)-labas virknes. Tas var iedalit divas grupas:

* virknes, kuras pédeéjais loceklis ir n + 1. Skaidrs, ka $adu virknu ir f(n), jo $aja gadijuma pirmie n virknes locekli
veido n-labu virkni, tatad tos var izveleties f(n) veidos.

e virknes, kuras n+1 atrodas 1., 2., ..., n-taja vieta. Tad n+ 1 noteikti ir lielaks par tam sekojoSo virknes locekli. Tapéc
gan pa kreisi, gan pa labi no n+ 1 skaitli ir uzrakstiti augosa seciba. Tada gadijuma $adu virkni viennozimigi nosaka
to skaitlu kopa, kas atrodas pa kreisi no n + 1; par $§adu kopu var kalpot jebkura kopas {1;2;3;...; n} apakskopa

- v =

(ieskaitot tukso), kas nesakrit ar pasu kopu {1;2;3;...; n}. Tadu apakskopu ir 2" — 1, tatad ari $ada veida virknu ir
2" —1.

No summas likuma ieglistam, ka (n + 1)-labu virknu ir f(n) + 2" — 1, t.i., visiem n = 2 izpildas sakariba
fn+1) = f(n)+2"-1.
Saskaitot vienadibas
f@=1

fB) =f@+22-1;
f@=rfE3)+23-1;

fn-1)=f(n-2)+2"2-1;
fm)=fn-n+2""1-1,
iegtistam, ka
f)=1+2*+2%+2+ . +2" ) - (n-2).

levérojot, ka 22 +23 + 24 + ... + 271 = 2" — 4 (geometriska progresija ar kvocientu 2), iegiistam atbildi:

fm)=2"-n-1.

3. piemeérs. Devinu ciparu virkni sauc par labu, ja ta vienlaicigi apmierina §adus divus nosacijumus:
1. tasatur visus ciparus no 11idz 9,
2. neviens cipars, sakot ar otro, nav tiesi par 1 lielaks neka iepriekséjais cipars.

Cik ir labu virknu?

Risinajums
Par n-labam virkném, kur n € {1,2,...,9}, sauksim tadas virknes, kas satur katru no cipariem 1, 2, ..., 9 tie§i vienu
reizi un kuras neviens cipars, sakot ar otro, nav par 1 lielaks neka ieprieks€jais cipars. Ar f(n) apzimesim n-labu virknu



skaitu. Tad uzdevuma prasits aprékinat f(9).

Viegli saprast, ka f(1) = f(2) = 1 (attiecigas labas virknes ir ”1” un ”2; 1”). Pieradisim, ka visiem n € {1,2,...,7}
izpildas rekurences sakariba
fm+2)=n+1)f(n+D)+nf(n).

Ja tas bus pieradits, tad viegli aprékinat f(9):
fB)=2-1+1-1=3;
f@)=3-3+2-1=11;
f(5)=4-11+3-3=53;
f(6)=5-53+4-11=309;
f(7)=6-309+5-53=2119;
f(8)=7-2119+6-309 = 16687;
f(9)=8-16687+7-2119 = 148329.

Atliek pieradit rekurences sakaribu.
Katru (n + 2)-labu virkni var iegiit viena no diviem veidiem:

* vai nu (n + 1)-labai virknei pievienojot ciparu n + 2 jebkura no n + 1 vietam (pirms pirma cipara, starp jebkuriem
diviem blakusesoSiem cipariem, vai ari péc pedéja cipara, tikai ne tieSi péc cipara n + 1); Sadu (n + 2)-labu virknu
skaitsir (n+1) f(n+1). Var ieverot, ka $adam virknem ir speka ipasiba: izsvitrojot ciparu n+2, iegiistam (n+1)-labu
virkni;

* vai arinemot tadu virkni a, kas pareizei satur ciparus 1,2,3, ..., n, n+1 un kura ir tie§i viens "aizliegtais” blakuseso3o
ciparu paris (k; k+ 1), un ievietojot ciparu n + 2 starp Siem cipariem k un k+ 1. Ta iegtistamas visas tas (n +2)-labas
virknes, no kuram, izsvitrojot ciparu n + 2, neiegist (n + 1)-labu virkni.

Ievérosim, ka katram fiksetam k $adu virknu «a skaits ir vienads ar n-labu virknu skaitu, t.i., ar f(n):

o jebkura n-laba virkne aiz k ievietojot k + 1, bet "veco” k + 1 aizstajot ar k + 2, "veco” k + 2 aizstajot ar k + 3 utt.,
iegiistam derigu virkni a;

o no otras puses, ja ir dota virkne a, tad, izsvitrojot taja k+1 un aizstajot k+2 ar k+1, k+3 ar k+2 utt., ieglistam
n-labu virkni;

o aprakstitaja veida parveidojot dazadas virknes a un o', iegtistam dazadas n-labas virknes un otradi.

Ta ka virkne a par ciparu k var nemt jebkuru no cipariem 1, 2, ..., n, tad kopa $adu virknu «a ir n f (n). Lidz ar to ar1
otra veida (n + 2)-labu virknu skaits ir nf(n).

Lidz ar to no summas likuma izriet vajadziga rekurences sakariba.

4. piemers. Katram naturalam skaitlim n ar f(n) apzimesim lielako divnieka pakapi, ar kuru dalas n. Pieméram,
f(20) =4, f(16) = 16, bet f(3) =1.

Katram naturalam N ar Sy apzimésim summu
SN=f@+f@+f6) +...+ fN -2)+ F2N).

Atrast tadu lielako N < 1000, kam Sy ir naturala skaitla kvadrats.

Risinajums

Viegli aprekinat, ka
Si=f2)=2
So=f2)+f4)=6.

Ievérojam, ka f(n) =1, ja nir nepara, un f(n) =2f(n/2),ja nir para. Tatad visiem N = 2 izpildas sakariba

SN=f@Q+f@+.. . +fCY=2(f+f@+fB) +...+ fFV ) =2 1+1+...+1 +Sy-1 | =2V +28y3;

2N-2 gaskaitamie



Seit pirmspédéja vienadiba izriet no ta, ka starp skaitliem 1, 2, ..., 2V ir tiesi 22 nepara skaitli (kuriem f vértiba ir

vienada ar 1), savukart parejie saskaitamie veido summu Sy—;.
Tatad Sy apmierina rekurences sakaribu
Sy =28y-q+2N7
legiistam, ka jebkuram 1 < k < N izpildas vienadiba Sy = 2S_; + 2K71; reizinot o vienadibu ar 2V~*, iegiistam

oN-kg —gN-k+lg oN-1

Saskaitot iegiitas vienadibas

Sy=2Sy-1+2N7Y (k=N)
2SN-1 =4Sn_p +2N7L; (k=N-1)
4SN_2 =8Sn_3+2N7L; (k=N-2)
2N72g, =2N"1g 42N, (k=2),

iegtustam
Sy=2N"1g, 42N 1 (N -1).

Nemot vera, ka S; = 2, iegistam Sy visparigo formulu:
Sny=2N"T(v+1).

Atliek noskaidrot, kidam N < 1000 vértibam skaitlis 2V~! (N + 1) ir naturla skaitla kvadrats:

e ja N —1 ir nepara skaitlis, tad ari reizinatajs N + 1 ir nepara skaitlis; tacu tad pirmreizinatajs 2 skaitli Sy ieiet ar
nepara kapinataju, tatad Sy nevar but naturala skaitla kvadrats. Tatad $is gadijums neder;
e ja N—1ir para skaitlis, tad 2V~! ir naturala skaitla kvadrats, lidz ar to arl N + 1 (kas ari ir para skaitlis) jabit naturala

skaitla kvadratam. Lielakais para skaitlis, kas ir naturala skaitla kvadrats un neparsniedz 1001, ir 900 = 30?. Lidz ar
to N =900 — 1 = 899 ir lielakais skaitlis, kas neparsniedz 1000 un kam Sy ir naturala skaitla kvadrats.

2. Divkarsa un triskarsa rekurence

Dazkart rekurences sakaribu ir daudz griatak pamatot neka iepriekSejos piemeros. Reizém ir izdevigi apskatamo
problému sadalit vairakas "apak$problemas”, t.i., mekléjamos objektus sadalit vairakos tipos ta, lai viena tipa objektu skaitu
biitu viegli aprakstit ar rekurences sakaribam. Sadi tiek iegiitas vairakas virknes, kuras sava starpa ir saistitas ar rekurences
sakaribam.

5. piemers. Apskatam skaitlus, kuru decimalaja pieraksta izmantoti tikai cipari 1, 2, 3, turklat cipari 1 un 3 neatrodas
blakus. Cik ir astonciparu skaitlu ar §$adu ipasibu?

Risinajums
Ar s, apzimeésim n-ciparu skaitlu skaitu ar vajadzigo 1pasibu; tad uzdevuma prasits apréekinat sg.

Ar a, apzimésim to n-ciparu skaitlu skaitu ar vajadzigo ipasibu, kam pédejais cipars ir 1; ar b, apzimésim to
n-ciparu skaitlu skaitu ar vajadzigo 1pasibu, kam pedéjais cipars ir 2; ar ¢, apzimésim to n-ciparu skaitlu skaitu ar va-
jadzigo 1pasibu, kam pédejais cipars ir 3. Tada gadijuma skaidrs, ka s, = a,, + by, + ¢y,

Acimredzami, ka a; = b; = ¢; = 1. Tacu, jan > 1, tad

* lai n-ciparu skaitlis beigtos ar ciparu 1, ta priek§pedejais cipars var bit tikai 1 vai 2 (tas nevar bt 3, jo tad cipari 1
un 3 buitu blakus); tatad pirmo n — 1 ciparu veidotais skaitlis ir ar vajadzigo ipasibu un beidzas vai nu ar 1 (tadus
skaitlus var izveleties a,_; veidos), vai ar ciparu 2 (tadus skaitlus var izveleties b,_; veidos). No summas likuma




izriet, ka n-ciparu skaitli, kas beidzas ar 1, var izvéléeties a;,_1 + b,,—1 veidos., t.i.,

an=ap-1+bu_1;

* ja n-ciparu skaitlis beigtos ar ciparu 2, ta priek§péedejais cipars var bt jebkur§ no cipariem 1, 2 vai 3; tatad sadu
skaitlu ir tikpat daudz, cik (n — 1)-ciparu skaitlu ar vajadzigo ipasibu, t.i., a;—1 + b,—1 + ¢,—1. Tatad

bp=ap_1+by_1+cp_1;

* lai n-ciparu skaitlis beigtos ar ciparu 3, ta priek§pedejais cipars var biit tikai 2 vai 3 (tas nevar bt 1, jo tad cipari 1
un 3 biuitu blakus); tatad pirmo n — 1 ciparu veidotais skaitlis ir ar vajadzigo ipasibu un beidzas vai nu ar 2 (tadus
skaitlus var izveleties b,_; veidos), vai ar ciparu 3 (tadus skaitlus var izveleties c,—; veidos). No summas likuma
izriet, ka n-ciparu skaitli, kas beidzas ar 3, var izveleties b;_; + ¢,—; veidos., t.i.,

Cn = bp-1+cp-1.

Tatad esam ieguvusi tris rekurentas skaitlu virknes, kuru pirmie locekli ir a; = by = ¢; = 1 un kuras apmierina rekurences
sakaribas
an = ap-1+ by

by =ap-1+bp-1+cp1
Cn="bup_1+cp-1.

Lidz ar to varam aprékinat a,, b, un c, vertibas, izmantojot atrastas rekurences sakaribas:

n|1|2|3] 4 5 6 7 8
a, |1 2|5 (12|29 |70 | 169 | 408
b, | 1|3 |7]|17 |41 |99 | 239 | 577
cp | 1|2 (51229 |70 | 169 | 408

Secinam, ka mus interes€joso astonciparu skaitlu skaits ir sg = ag + bg + cg = 408 + 577 + 408 = 1393.

Piezime. Varéja ieguit ari vienu rekurences sakaribu attieciba pret s, (ta parejot uz vienkarsu rekurenci). Ieverosim,
kab,=au,-1+by_1+cp-1=sy-1;jan=2,tad

Sp=an+b,+cy,=2a,_1+3by_1+2cp-1=28y_1+by_1=28,_1+ Sp_a.

Ta ka s; = 3 un (ka var viegli noskaidrot) s, =7, tad sg vertibu var atrast ari ar §1s rekurences sakaribas palidzibu:

n|1|2|3 4 5 6 7 8
Sp | 3| 7| 17 | 41 | 99 | 239 | 577 | 1393

3. Linearas rekurentas virknes visparigais loceklis

Ja virkne (#,,) nen apmierina rekurences sakaribu
Up =01 Up 1+ AolUp_2+A3Upy_3+ ...+ ApUpy_j + by,

kur koeficienti a;, ay, ..., ak, by var but atkarigi no n, bet ne no u;, tad to sauc par linearu rekurences sakaribu. Nelinearas
rekurences sakaribas piemers ir materiala sakuma minéta sakariba Katalana skaitliem.

Lineara rekurences sakariba ir homogeéna, ja visiem n koeficients b, ir nulle: b, = 0; pretéja gadijuma to sauc par
nehomogenu linearu rekurences sakaribu. Ja koeficienti a, ..., a; nav atkarigi no n, tad to sauc par linearu rekurenci ar
konstantiem koeficientiem; pretéja gadijuma rekurence ir ar nekonstantiem koeficientiem.

Piemeéram,

e 2. pieméra pamatota rekurences sakariba f(n+1) = f(n) + 2" — 1 ir pirmas kartas linedra nehomogéna rekurences
sakariba ar konstantiem koeficientiem;



 savukart 3. piemeéra ieguita sakariba f(n+2) = (n+1)f(n+1) + nf(n) ir otras kartas lineara homogéna rekurences
sakariba ar nekonstantiem koeficientiem.

Lineara homogena rekurences sakariba ar konstantiem koeficientiem ir viens no vienkarsakajiem rekurences sakaribu
veidiem, tacu vienlaikus tas ir bieZi sastopams un nozimigs veids; pieméram, Fibonaci virknes apmierinata sakariba ir otras
kartas lineara homogéna rekurences sakariba ar konstantiem koeficientiem. Sada tipa rekurences sakaribam ir iespéjams
atrast vispariga locekla formulu, izmantojot t.s. raksturigo jeb harakteristisko vienadojumu:

Raksturigais vienadojums

Par k-tas kartas homogenas linearas rekurences sakaribas
Up=A1Up-1+ QUp2+a3Up-3+... T Ap_1Up—f+1 + A Up—f

ar konstantiem koeficientiem ay, ..., a; raksturigo vienadojumu sauc vienadojumu

k k-2

t —altk_l—azt e..—Qp_1t—ar=0.

3.1. Otras kartas linearas rekurentas virknes

Apskatisim specialgadijumu, kad k = 2, t.i., rekurences sakariba ir forma
Up=A1Up—1+ArUp—_2.

Tad tas raksturigais vienadojums ir kvadratvienadojums t2—a, t—a, = 0. Atkariba no atbilsto$a diskriminanta vértibas, pastav
tr1s iespé€jas:

¢ vienadojumam ir divas dazadas realas saknes #; un t;
¢ vienadojumam ir divas vienadas realas saknes t; = f;

¢ vienadojumam nav realu saknu, tacu ir divas dazadas kompleksas saknes.

Otras kartas linearas rekurentas virknes visparigais loceklis

Jaraksturigajam vienadojumam ir divas dazadas saknes #; un t,, tad rekurentas virknes visparigais loceklis u;, ir forma
U = Cll'ln+C2t2n.

Seit C; un C, ir konstantes (t.i., nav atkarigas no n), kuras atrod, izmantojot sakuma nosacijumus.

Jaraksturigajam vienadojumam ir divas vienadas saknes #; = f,, tad rekurentas virknes visparigais loceklis u;, ir forma
Un =C1t1"+C2-nt1".
Seit C; un C, ir konstantes, kuras atrod, izmantojot sakuma nosacijumus.

Piezime. Lai ari sikak $o gadijumu neapliikosim, bet apgalvojums paliek speka ari tad, ja saknes #; un t, ir kompleksas
(t.i., raksturiga vienadojuma diskriminants ir negativs un vienadojumam nav realu saknu).

6. piemers. Apskatisim Fibonaci virkni, kura apmierina rekurences sakaribu F,, = F,_1 + F;—» un kuras sakuma no-
sacijumus var uzdotka Fy =0, F; = 1.

Atbilstosais raksturigais vienadojums ir 2 — t — 1 = 0, kura saknes ir

_1-V5 1+v/5

=

un = .
2 2 2

Tatad eksisté tadas konstantes C; un C,, ka

FnZClt?+C2t2n



jeb

1_\/5)”+C2(1+\/§)n.
2 2

Fn:CI(

Lai atrastu C; un Cy, izmantojam sakuma nosacijumus Fy = 0 un F; = 1. levietojot iegiitaja izteiksmé n =0un n =1,
iegistam vienadibas

< el

0=Cl— 2
un 1 1
el
jeb

0=C1+C
1= [155)+ [155),

No pirma vienadojuma iegtistam C, = —Cj; ievietojot to otraja vienadojuma, iegistam

ol o]

2 2
jeb
1=—\/§C1,
no kurienes
C = 1 un Cp = 1
1=——F= 2= —=.
V5 V5
Tatad " "
oL 1-V5 R 1+V5
Tl 2 NARE.
jeb
(-5
2 2
F,= . 1)

Piezime. Formula (1) lauj definéet Fibonaci skaitlu virkni, neizmantojot rekurences sakaribas.

7. piemers. Apskatisim virkni, kura apmierina rekurences sakaribu u, = 2u,_1; — u,—» un kuras sakuma nosacijumi ir
uy = 4, Uy = 1.

Atbilstosais raksturigais vienadojums ir t> —2¢ + 1 = 0, kuram abas saknes ir vienadas ar 1. Tatad eksisté tadas

konstantes C; un C,, ka
up=C-1"+C-n-1"
jeb
u,=C+Con.
Lai atrastu C; un Cp, izmantojam sakuma nosacijumus u; = 4 un up = 1. Ievietojot iegiitaja izteiksmé n =1 un n =2,
iegistam vienadibas
4=C1+C2'1 un 1=C1+C2'2

jeb
4=C1+(C
1= C1 +2C2.
No sistemas iegiuistam C; =7, C, = —3. Tatad
Uup,=7-3n.

Piezime. Sis risinajums parada, ka ar $adu rekurences sakaribu ir uzdota aritmétiska progresija, kuras pirmais loceklis ir
4, diference -3 un visparigo locekli var pierakstit forma u, =4-3(n-1).



