NNV 14/15 1. nodarbiba

1-1. Apliukosim divus gadijumus:

a) Izveletais pretéjas malas punkts vienlaikus ir arl trisstiira virsotne:

C

A

Saja gadijuma japierada nevienadiba AB < % P(ABC) = %(AB + BC + CA). No trisstiira nevienadibas seko, ka
AB <BC+CA.

Pieskaitot §1s nevienadibas abam pusém AB, ieglistam 2AB < AB + BC + CA. Dalot iegiito nevienadibu ar 2, iegiist
pieradamo nevienadibu.

b) Uz pretéjas malas izvelets tas ieksejs punkts M.

A

1
Saja gadijuma japierada nevienadiba AM < 3 (AB + BC + CA). No trisstiira nevienadibas AABM seko, ka
AM < AB+BM. ey

No trisstiira nevienadibas AACM seko, ka
AM < AC+CM. (2)

Saskaitot nevienadibas (1) un (2), iegiistam nevienadibu
2AM <AB+BM+CM+ AC=AB+BC+ AC,

jo BM + CM = AC. Dalot iegiitas nevienadibas abas puses ar 2, ieglist vajadzigo nevienadibu:

1
AM < 5(AB+BC+ CA).

1-2. Pienemsim, ka trisstari ABC punkts D ir malas BC viduspunkts un AD ir mediana, tad japierada, ka

1
AD<E(AB+AC).

Caur C novelk taisni ¢ || AB un caur B novelk s || AC; tais$nu s un ¢ krustpunktu apzime ar K.

K
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Cetrstiiris ABKC ir paralelograms, jo ta malas ir pa pariem paralélas. Paralelograma diagonales krustpunkta dalas uz pusém,
kas nozime, ka AK iet caur BC viduspunktu D, turklat AK =2AD.

No trisstiira nevienadibas AACK izriet, ka
AK < AC + CK.

Taka AK =2AD un CK = AB (ka pretéjas paralelograma malas), iegistam
2AD < AB+ AC,

jeb, ekvivalenti,
- AB+ AC

2

)

kas ari bija japierada.

1-3. Apzimesim tre§as malas garumu ar g, tad trisstira malu garumi (centimetros) ir 7, 13 un a.

No trisstira nevienadibas izriet, ka
a+7>13 un 7+13>a.

Tatad 6 < a < 20. Ta ka a ir naturals skaitlis, tas nozime, ka 7 < a < 19. Vienigie pirmskaitli, kas atrodas $aja intervala, ir 7, 11,
13,17 un 19.

Parbaudisim, kados gadijumos trisstiira perimetrs P ir pirmskaitlis:
* jaa=7,tad P=7+7+13=27=3-9 nav pirmskaitlis;
* jaa=11,tad P =7+ 11+ 13 =31 ir pirmskaitlis;
* jaa=13,tad P =7+13+13 =33 =311 nav pirmskaitlis;
* jaa=17,tad P =7+13+ 17 = 37 ir pirmskaitlis;
* jaa=19,tad P =7+13+19 =39 =3-13 nav pirmskaitlis.
Tatad pielaujamas a vertibas ir 11 un 17. Parbaude liecina, ka tas abas der:
* ja a=11, tad izpildas trisstiira nevienadibas:
7+11>13, 7+13>11, 13+11>7,

tatad eksiste trissturis ar $adiem malu garumiem (piezime: faktiski pietiek tikai parbaudit, vai divu 1sako malu garumu
summa lielaka neka garaka mala, t.i., vai 7+ 11 > 13);

* jaa=17, arl tad izpildas trisstiira nevienadibas:
7+13>17, 7+17>13, 13+17>7,
tatad eksiste trisstiiris ar $adiem malu garumiem (pietiek tikai parbaudit, vai 7+ 13 > 17).

Lidz ar to esam ieguvusi, ka treSas malas garums var btit 11 vai 17 centimetri.

1-4. Trisstaru ABP, BCP, CAP laukumu summa ir vienada ar AABC laukumu S.

B
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No otras puses,

1 1
S(ABP) =~ AB-he = h;

2
1 1
S(BCP)= 5 BC-ha= 3 ha;
S(CAP) =~ CA-hy =11
T2 b=

Saskaitam iegtitas vienadibas:

1 1 1
S(ABP)+ S(BCP)+ S(CAP) = Ehc + zhu + Ehh;
hg+hp+he=2(S(ABP)+ S(BCP) + S(CAP)) =2S(ABC) =2S.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka
hg+ hy+ he =28.

1-5.

Takano dota izriet, ka AABC ir vienadsanu trisstaris ar pamatu AB, tad mediana CD ir vienlaikus arT augstums un bisektrise.
Tatad <MCE = <ECN.

Apzimesim trisstira ABC malas AC = CB garumu ar 21x, kur x > 0. Tad, taka CM: CA=5:7, tad

5 5
CM=-AC=--21x=15x.
7 7

No otras puses, taka CN:CB =1:3, tad
1 1
CN=-CB=--21x="7x.
3 3

Aplukojam trissturi MCN. Ta ka CE $aja trissturl ir bisektrise, tad ta dala pretéjo malu attieciba, kas vienada ar atbilstoSo
malu attiecibu:
ME MC 15x 15

EN CN 7x 7'

1-6. No dota seko, ka <M NK = <<NKL><<NKM.
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Trisstirl M NK pret garako malu atrodas lielakais lenkis, tadel secinam, ka MK > MN = 17.

No trisstiira nevienadibas AMKL izriet, ka
ML+ KL> MK,

tatad ML > MK - KL= MK —2. Takaieguvam, ka MK > 17, tad seko, ka
ML>17-2=15,

kas ari bija japierada.

1-7.

1. risinajums

Vajadzigais biis pieradits, ja izdosies paradit, ka <BCD = 180°. Ta ka
<BCD=<BCA+<ACE+<ECD=<BCA+<ECD+90°,

jo dots, ka AC L CE (lidz ar ko <<ACE = 90°), tad nepiecieSams paradit, ka <BCA+ <<ECD =90°.

A

Novilksim nogriezni AE. Tad, taka AB || ED, izpildas vienadiba
<BAE+ <AED =180°, 3)

jo ieksejo vienpuslenku summa pie paralélam taisném ir 180°. Ieverojot, ka <BAE = <BAC + <CAE un <AED = <AEC +
<CED, vienadibu (3) var parrakstit ka

<BAC+<CAE+<AEC+<CED =180°. (4)

Ta ka AABC un ACDE ir vienadsanu trisstiri ar pamatiem AC un CE, tad pamatu pielenki ir vienadi, tatad <BAC = <ACB
un <CED = <ECD. Izmantojot §is vienadibas, (4) varam parrakstit ka

<ACB +<CAE + <AEC +<ECD =180°. 6)

Takano dotaizriet, ka AACE ir taisnlenka trisstiiris ar <ACE = 90°, tad ta Sauro lenku summa ariir 90°: <CAE+<{AEC =90°.
Lidz ar to (5) varam varam vienkar$ot par vienadibu

<JACB+<ECD =90°. (6)

Tagad redzam, ka
<BCD = <ACB+<ACE+<ECD = ({ACB +<ECD) +90° = 90° + 90° = 180°,

tatad punkts C atrodas uz taisnes BD.
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2. risinajums

Apzimé <DEC = <ECD = x un <BAC = <BCA = y ka lenki vienadsanu trisstiiros pie pamata.

Ta ka péc dota AC L EC, tad <ACE =90°.

Lai pieraditu, ka C € BD, nepieciesams pieradit, ka <BCA+ <ACE+<ECD =180° jeb x+ y =

Novelkam AE. Apziméjam <<CAE = a, tad <CEA=90° —qa.
Taka AB || ED, tad (ieks€jie skerslenki)

<JAEM =<BAE =<BAC+<CAE=y+a.

Punkti D, E, M atrodas uz vienas taisnes, tapéec

<DEC+<CEA+<AEM =180°%;
x+90°—a+y+a=180%
X+y=90°

kas ari bija japierada.

1-8. Pieradisim $adus apgalvojumus, ja dots izliekts n-sturis A; Az... Ay, n =4, un By, By,
Az As, ..., Ay Ay viduspunkti:

a) P(B1B3...By) <P(A1A2... Ap);
b) P(B1By...B,) >0.5P(A1Az... Ap).

Acimredzami, ka tada gadijuma, nemot n = 2014, biis pieradits vajadzigais.

B A3

Ay

B N

a) No trisstiira nevienadibas trisstiri A Bo By ieglistam

B1By < B1 Az + Ay Bo.

90°.

..., By ir attiecigi malu A; Ay,
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Lidzigi no A A3 B3 B; iegiistam
B;B3 < By A3 + A3Bs.

Analogiski turpinot, katram j =1,2,3,...,n—1no AAj,1Bj1 Bj iegustam nevienadibas
BjBjy1 <BjAji1+Aj1Bji.
Visbeidzot, no AA; B B, iegiistam nevienadibas
B;B; < B, A1+ A1 B;.
Saskaitot §is nevienadibas, iegistam
B1By+ByB3+...+By_1B;,+ByB1 <B1A2s+ AyBy+ By As + A3Bs +...+ By_1An+ ApBp+ By A1 + A1 By.

Skaidrs, ka kreisas puses izteiksme ir vienada ar P(B; B ... By,). Savukart labas puses izteiksmi parveidojam ka (pargrupéjot
saskaitamos)

(A1B1 +B1A2) + (AgBy + By A3) +...+ (ApBn + B A1) = A1As+ Ap A +...+ Ay A1 =P(Ay... Ap).

Tatad pieradita vajadziga nevienadiba
P(B1B2...By) <P(A;...Ap).

b) Novilksim diagonales A1 A3, A2 Ay, ..., AjAji2, ..., Ap2Ay, Ap-1A; un Ay A; (1. attéls).

B B, ir trisstira Ap A; Az viduslinija, tade]

1
B1B; = 5A1A3.

By Bs ir trisstira Az Az A4 viduslinija, tadel

1

ByBy= 2 Ay Ag.

Analogiski, katram j = 1,2,...,n -2, nogrieznis B;jBj ir trisstira Aj,1 AjAj,» viduslinija, tade]

1

BiBj+1 = EA]'A]q_g.
Visbeidzot, no AA,, A;,—1A; un AA; Az A, seko, ka
1 1
By-1Bp = EAn—lAly BB = EAnAZ-

Saskaitot ieguitas vienadibas, secinam, ka P(B; B> ... B,,) ir viena puse no 7 novilkto diagonalu garumu summas:

1
P(B1By...By) = 5 (A1A3 +Ap Ay + A3A5 +...+ A, 1A+ ALA)). @)

Tacu skaidrs, ka novilkto diagonalu garumu summa ir mazaka par iezimeto (2. attels) nogrieznu garumu summu, kas
savukart ir lielaka par daudzstira A; A,... A, perimetru:
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e ar C; apzimeé A, A, un A; Az krustpunktu;
e ar Cy apzimeé A; A3 un Ay A4 krustpunktu;
e ar C3 apzimeé Ay A4 un A3 As krustpunktuy;
e ar C,_1 apzimeé A,—2 A, un A,_1 A; krustpunktuy;
e ar C, apzime A,_1 A; un A, A, krustpunktu.
(piezime: ja n =4, tad visi punkti C;, C», C3 un Cy sakrit).
Tad, izmantojot trisstira nevienadibu,
e no AA;A2C seko A;Cy + C1 Az > A Ag;
®* no AA2A3C2 seko ArCo + C2A3 > A2A3;
* noAA,AC, seko A, C,,+C, A1 > ALA]L.
Saskaitot iegiitas nevienadibas, secinam, ka
Ay Cl + ClAz + A2C2 + C2A3 +...+ AnCn + CnAl >P(A1Ay...Ay). (8)
Taka
e A1Cy +CrA3 = A1Cy + C2 A3+ C1Cy = Ap A3 (iespéjama situacija (piem., ja n =4), ka C;C, = 0);
L A2C2 + C3A4 < Ap Ay;
o A3Cy+ CyAs < A3As;
e A;C+ClAy <AL A,

Saskaitot §1s nevienadibas, secinam, ka (8) kreisa puse ir mazaka vai vienada neka summa A; A3+ Ax Aq +...+ A, Ao,
lidz ar to
A1As3+ ApAg+ A3As+...+ A Ao >P(A1As..  Ap).

No (7) tad seko, ka

1
P(B1By...By) > EP(AlAg...An),

kas ari bija japierada.




