Trissturi

1. Trisstura nevienadibas

Lauzta linija ir figiira, kas sastav no vairakiem nogrieZniem. Katriem diviem secigiem nogrieZniem ir tiesi viens kopéjs
punkts (abu nogrieznu galapunkts), turklat, visparigi runajot, Sie nogrieZni neatrodas uz vienas taisnes. Par lauztas linijas
posmiem sauc nogrieznus, no kuram lauzta linija sastav, bet posmu galapunktus — par lauztas linijas virsotném. Visu lauztas
linijas posu garumu summu sauc par $is lauztas linijas garumu.

Acimredzami, ka ir speka $ads apgalvojums:

Lauztas linijas garums

Lauztas linijas garums ir lielaks neka attalums starp tas galapunktiem.

Ka specialgadijums §im apgalvojumam ieglistamas t.s. trisstiira nevienadibas:

Trisstiira nevienadibas

1. Trisstiira katras malas garums ir mazaks neka abu paréjo malu garumu summa;
2. Trisstura katras malas garums ir lielaks neka abu paréjo malu garumu starpiba.

C

AB< AC+CB
AC < AB+BC
BC<BC+CA

AB > |AC—-CB|
AC > |AB - BC|
BC > |BC - CA]|

Pieradijums. Tas, ka AB < AC + CB, izriet no apgalvojuma par lauztas linijas garumu: lauztas linijas, kas sastav no
nogriezniem AC un CB, garums (kas ir So nogrieZnu garumu summa AC + CB) ir mazaks neka nogrieZna, kas savieno
lauztas linijas galapunktus (nogrieznis AB), garums.

Analogiski var pamatot nevienadibas AC < AB+BCun BC < BC + CA.

Savukart paréjas tris nevienadibas izriet no nupat iegiitajam: pieméram, nevienadiba AB > |AC — CB] ir ekviva-
lenta apgalvojumam, ka abas nevienadibas
AB>(AC-CB) ey

un

AB>—-(AC-CB) )



ir patiesas. Tacu (1) ir ekvivalenta nevienadibai AB + CB > AC, kas ir viena no pirmajam trim nevienadibam; un (2)
ir ekvivalenta nevienadibai AB + CB > AC, kas arl ir viena no jau pamatotajam nevienadibam. Tatad nevienadiba
AB > |AC - CB| ir patiesa. Lidzigi parada, ka ar1 parejas nevienadibas ir patiesas. O

Var jautat, kas notiek tad, ja doti tr1s pozitivi skaitli a, b, ¢, kas apmierina trisstiira nevienadibas — vai no ta izriet, ka
noteikti eksiste trissturis ar $adiem malu garumiem? Izradas, ka atbilde ir apstiprinosa:

Trisstura ar dotiem malu garumiem eksistence

Ja a, b un c ir pozitivi skaitli, kas apmierina nevienadibas a < b+ ¢, b < a+ cun c < a+ b, tad eksiste trissturis, kura
malu garumi ir a, b un c.

Pieradijumu skat. nodala "Pieradijumi’.

Trisstira malu garumiem izpildas vel cita svariga ipasiba:

Trisstirl pret garako malu atrodas lielakais lenkis.

1. piemers. Pieradit Cetrstira nevienadibu: izliekta Cetrstira diagonalu garumu summa ir lielaka neka jebkuru divu
pretéjo malu garumu summa.

Risinajums. Patvaliga izliekta Cetrstiiri1 ABCD japierada nevienadibu AB + CD < AC + BD.

D

Ta ka cetrsturis ir izliekts, ta diagonales krustojas; apzimeésim diagonalu krustpunktu ar O.

e Trisstirl AOB no trisstiira nevienadibas seko
AB < AO+ OB. 3)

¢ Trisstari DOC no trisstiira nevienadibas seko
CD<DO+OC. 4)

Saskaitot nevienadibas (3) un (4), iegistam
AB+CD < AO+OB+DO+OC.
Taka AO+ OC = AC, DO+ OB = BD, esam pamatojusi nevienadibu

AB+CD < AC+BD,

kas bija japierada.



2. Aréjais lenkis

Par izliekta daudzstira aréjo lenki sauc iekseja lenka blakuslenki. Izliektam daudzstarim pie katras virsotnes ir divi
aréjie lenki.

Pieméram, 1. ziméjuma iezimets AABC arejais lenkis a, arejais lenkis § un arejais lenkis y.

1. zim.: Trisstura aréjie lenki

Viegli parliecinaties, ka trisstiira aréjo lenku summa ir 360° (pie katras virsotnes skaitot tikai vienu arejo lenki).

Pieradijums. Pienemsim, ka trisstiir1 ABC lenka A blakuslenkis ir a, lenka B blakuslenkis ir 8 un lenka C blakuslenkis ir
Y- Tad a = 180° — <CAB (ka blakuslenki), lidzigi f = 180° — <CBAuny = 180° — <ACB. Tad

a+pB+y=(180°-<CAB)+(180° —<<CBA) + (180° - <ACB) =3-180° — (<«CAB+ <CBA+ <ACB) =3-180° — 180° = 360°.

Seit izmantots fakts, ka trisstiira iek$&jo lenku summa ir vienada ar 180°, tatad <CAB + <<CBA+ <ACB = 180°. O

Izradas, $is apgalvojums ir speka visiem izliektiem daudzstiriem.

Izliekta daudzstiira arejo lenku summa

Izliekta daudzstiira aréjo lenku summa ir 360°.
Ka redzejam ieprieks, trisstiiru aréjiem lenkiem ir speka ari §ada ipasiba:
Trisstira arejais lenkis ir vienads ar to divu trisstira iekséjo lenku summu, kas nav ta blakuslenki.

No ta izriet ari §ads apgalvojums:

Trisstuira aréjais lenkis ir lielaks par katru no tiem diviem trisstiira iekSejiem lenkiem, kas nav ta blakuslenki.

Pieméram, 1. zimejuma lenkis a vienads ar <ABC un <ACB summu, jo

a=180°-<CAB = (<CAB+<ABC + <ACB) - <CAB = <ABC + <ACB.

2. piemers. Trissturl ABC novilkts malas BC vidusperpendikuls. Tas krusto malu AB punkta D, bet malas AC paga-
rindjumu - punkta E. Pieradit, ka AD < AE.



Risinajums. ABMD = ACMD (pazime mlm), jo
e CM = MB péc vidusperpendikula definicijas;
e <CMD = <BMD =90° péc vidusperpendikula definicijas;
* MD -kopiga mala.

Tad <EDA = <BDM = <CDM > <CEM (jo <CDM ir trisstuira CEM arejais lenkis). Trissturi EDA pret garako malu
atrodas lielakais lenkis, tadel AE > AD.

3. piemers. Trissturl ABC izvelets malas AB iek$éjs punkts D un novilkts nogrieznis CD. Dots, ka izpildas vienadibas
AB=BCun BD = DC = CA. Aprékinat lenki ABC.

Risinajums.

Apzimesim <<ABC = x un <BAC = y (sk. ziméjumu). Ta ka AABC ir vienadsanu, tad <BCA = <BAC = y; ta ka
AACD irvienadsanu, tad <CDA = <BAC = y; taka ABDC ir vienadsanu, tad <BCD = <ABC = x.

<CDAir ABDC arejais lenkis, tatad <CDA = <BCD + <DBC jeb y = x + x = 2x. Trisstiira ABC lenku summa ir
180°=y+y+x=2x+2x+ X =5x,

lidz ar to x = <<ABC = 36°.

4. piemers. Kads lielakais skaits malu var bit izliektam daudzstiarim, kura visu lenku lielumi grados ir veseli skaitli?

Risinajums.

Ta ka katrs n-stiira iek$€jais lenkis nav lielaks ka 179°, tad katrs aréjais lenkis ir vismaz 1°; lidz ar to visu n aréjo
lenku summa ir vismaz n°. Ta ka izliektam n-stiirim arejo lenku summa ir 360°, iegtistam nevienadibu » < 360.

Visbeidzot, ir iespéjams, ka n = 360: izvélas regularu 360-sturi. Katrs ta lenkis ir vienads ar

, n=2 , 358 .
180°- —= = 180°- — =179°,
n 360



tatad apmierina uzdevuma prasibas.

Atbilde: lielakais malu skaits $adam daudzstarim ir 360.

5. piemers. 2014-stirim ir 4 Sauri lenki. Vai ir iespéjams, ka visi ta lenki ir mazaki neka 180°?

Risinajums.
Ne, nav iespéjams. Ja 2014-stirim visi lenki btitu mazaki neka 180°, tas butu izliekts daudzstiris un ta arejo
lenku summa biitu 360°. Tacu Cetru $auro lenku blakuslenki (kas ir Cetri dota 2014-stiira aréjie lenki) katrs ir lielaks neka

180° —90° = 90°, tatad to summa parsniedz 360°. Seko, ka ar1 visu aréjo lenku summa ir lielaka neka 360°, tatad dotais
2014-stiris nevar but izliekts.

3. Bisektrise

Atgadinasim, ka bisektrise ir stars, kura sakumpunkts ir lenka virsotné un kas dala lenki divas vienadas dalas. Nakamajas
ipasibas uzskatisim, ka runa ir par lenkiem, kas mazaki neka 180°.

Bisektrises ipasiba

1. Lenka bisektrises katrs punkts atrodas vienados attalumos no lenka malam.
2. Ja punkts atrodas vienada attaluma no lenka malam, tad tas atrodas uz lenka bisektrises.
C

PP, =PP, <& <IP1AP=<1P,AP

Py

Trisstira visu tris lenku bisektrises krustojas viena punkta.

Attieciba, kura trisstiira bisektrise dala pretéjo malu

Trisstira bisektrise dala pretéjo malu tada attieciba, kada ir abu tai piegulo$o malu attieciba.
C

CD CA
DB AB

Pieradijumu skat. nodala "Pieradijumi’.



Ta ka uz trisstiira malas ir tikai viens punkts, kas izveidojuSos nogrieznus dala noteikta attieciba, tad ir speka ari
apgrieztais apgalvojums:

CD CA
Ja trissturl ABC punkts D ir tads nogriezna AC punkts, ka izpildas vienadiba i tad AD ir bisektrise.

6. piemers. Izliekta Cetrstiti ABCD lenku <<ABC un <ADC bisektrises ir paralélas sava starpa. Pieradit, ka
<{BAD =<BCD.
Risinajums.
C
B
D
L
A
<BCD =180° — (<«CKD + <CDK) (trisstiira lepku summa ir 180°)

=180° — (<«CBL+<CDK) (kapslu lenki pie paralélam taisném ir vienadi)

=180° — (<«CBL+<(KDA) (bisektrises definicija)

=180° — (<CBL+ <<BLA) (kapslu lenki pie paralélam taisném ir vienadi)

=180° — (CABL+ <BLA) (bisektrises definicija)

=<BAD (trisstira lepku summa ir 180°).

- - S s - AM AB . _ . .
7. piemers. Uz trisstiira malas AB nemts tas iek$ejs punkts M. Zinams, ka Ve - BC Pieradit, ka lenkis ACB ir plats.
Risinajums.
C
E
B
M

Uz taisnes BC atliek punktu X (ta, lai punktu seciba uz $is taisnes butu X, C, B). Novelkam lenka ABC bisektrisi
BE. Tad
AE AB AM
EC BC MC
Tapec ME ir lenka AMC bisektrise. Tatad E atrodas vienados attalumos no taisném AB un CM (jo E ir uz <AMC bisek-
trises) un no taisnéem AB un BC (jo E ir uz <ABC bisektrises). Tatad E atrodas vienada attaluma no taisnem MC un BC,
lidz ar to E atrodas uz <XCM bisektrises.

Tas nozimeé, ka <BCA > <MCA = <XCA; taka <BCA ir lielaks neka ta blakuslenkis, tad <BCA ir plats.



4, Mediana

Mediana ir nogrieznis trisstiira iekSpuse, kas savieno trisstiira virsotni ar pretéjas malas viduspunktu. Visas tris trisstiira
medianas krustojas viena punkta.

Medianu krustpunkta ipasiba

Medianu krustpunkts medianas dala attieciba 2:1, skaitot no virsotnes.

C

AM _BM _CM 2

A =
MA, MB, MC 1

=

B

=

Par medianu garumiem

Pret trisstara garako malu ir novilkta isaka mediana.

Katras medianas garums ir mazaks neka puse no to malu garumu summas, starp kuram atrodas §1 mediana.

C

1
AD<§(AB+AC).

S

Apolonija teorema
Ja trissturi ABC nogrieznis AD ir mediana, tad AB? + AC? = 2(AD? + BD?).

C

D AB? + AC? = 2(AD? + BD?)
B

Pieradijumu skat. nodala "Pieradijumi’.



Mediana pret hipoteniizu

Taisnlenka trissturl medianas, kura novilkta no taisna lenka virsotnes pret hipoteniizu, garums ir vienads ar pusi no
hipotentzas garuma.

1
CDZEABzDAzDB:DC.

Pieradijums. Apgalvojums izriet no fakta, ka taisnlenka trissturim apvilktas rinka linijas centrs atrodas hipotentizas vi-
duspunkta. Alternativi $o apgalvojumu var pieradit, papildinot AABC lidz taisnstirim:

Caur A novelk taisni ¢ || BC un caur B novelk s || AC; taiSnu s un ¢ krustpunktu apzime ar K.

C

Cetrstiiris ACBK ir paralelograms, jo ta malas ir pa pariem paralélas. Paralelograms ACBK ir taisnstiiris, jo viens
no ta lepkiem ir 90° (lenkis ACB). Taisnstiira diagonales ir vienadas un krustpunkta dalas uz pusém, kas nozime, ka

1
CK iet caur AB viduspunktu D, turklat CK = AB =2AD =2DB =2DC = 2DK. No ta ari izriet, ka CD = EAB’ kas bija
japierada. O

Ir speka ar1 §ads apgalvojums:

Ja trisstirl ABC medianas CD garums ir vienads ar pusi no malas AB garuma, tad ABC ir taisnlenka trisstaris ar
<C =90°.

Pieradijums. Konstrue rinka liniju w ar centru punkta D (kas ir AB viduspunkts) un radiusu CD. Taka CD = AD = BD,
trisstira ABC virsotnes atrodas uz rinka linijas w. Tad <ACB =90° (ka ievilkts lenkis, kas balstas uz diametru AB), kas ar1
bija japierada. O

8. piemeérs. Saurlenku trisstari ABC zinams, ka <BCA = 45°; AM un BN ir $i trisstiira augstumi, S ir malas AB vidus-
punkts. Pieradit, ka nogriezni SM un SN ir vienadi un perpendikulari sava starpa!l



Risinajums.

SM un SN ir medianas pret hipotentizu attiecigi taisnlenka trisstaros AMB un AN B, kuru hipoteniiza ir AB. Lidz
ar to

AB
SM=SN=—.
2
C
N
M
A
S

Aplukojot vienadsanu trisstiri ASN, iegtistam
<INSA=180°-<CAB—-<ANS=180°-2<CAB.
Lidzigi (no trisstura ASM) iegiist <M SB =180° - <CBA—<SMB = 180° —2<<CBA. Tapéc
<NSM =180° - (180° —2<<CAB) — (180° — 2<<CBA) = 2(< A+ <(B) — 180° = 2(180° — <«C) — 180° = 360° —90° — 180° = 90°.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka SM = SN un SM L SN.

9. piemeérs. Saurlenku trisstiri ABC nogriezni BD un CE ir augstumi, H — augstumu krustpunkts, M — malas BC vidus-
punkts, S - nogrieZzna AH viduspunkts. Pieradit, ka DE 1 MS.

Risinajums. No taisnlenka trisstiriem AEH un ADH, kuros ES un DS ir mediana pret hipotentiizu, iegtistam
ES = DS = 0.5AH. lidzigi no ABEC un ACDB iegust, ka ME = MD. Tapéc ASEM = ASDM (pazime mmm). Sajos
trisstiros no atbilstosajam virsotném E un D velkot augstumus pret SM (kas ir atbilsto$a mala abos trisstiiros), augstumu
pamati sakrit. Tapec DE L SM.



5. Trissturalaukuma aprekinasanas formulas

Saja nodala pienemsim, ka trisstiiri ABC malu garumi ir @ = BC, b = AC, ¢ = AB. Ar p = 0.5(a+ b+ c) apziméts
trisstiira ABC pusperimetrs, bet no lenka A vilktais augstums apzimets ar h,. Ar R apzime trisstiirim ABC apvilktas (centrs
- vidusperpendikulu krustpunkts) rinka linijas radiusu, bet ar r — ievilktas (centrs — bisektriSu krustpunkts) rinka linijas
radiusu.

Trisstira laukums ir vienads ar malas un pret to vilkta augstuma reizinajuma pusi.

1
S= Eaha

Trisstura laukums ir vienads ar divu malu un starp tam ietverta lenka sinusa reizinajuma pusi.

1
S(ABC) = Eab sinC

Trisstira laukums ir vienads ar visu tris malu reizinajumu, dalitu ar ¢etrkarSotu apvilktas rinka linijas radiusu.

S(ABC) = a_bc
4R

Trisstira laukums ir vienads ar pusperimetra un ievilktas rinka linijas radiusa reizinajumu.

S(ABC) = pr

Herona formula

S(ABC) =\/p(p- &) (p—b)(p-0).

Ir vel citas iespéjas, ka aprekinat trisstira laukumu; piemeéram, ja ir zinami trisstara lenki:

10



S(ABC) = 2R?sin A sin B sinC
a’sinB sinC

S(ABC) = -
2sin A

Pieradijumu skat. nodala "Pieradijumi”.

10. piemers. Trisstiira malu garumi ir a, b, ¢, medianu garumu m;, my, ms; apvilktas rinka linijas radiuss ir R. Pieradit
nevienadibu
ab+bc+ca<2R(my+my+ms).

Risinajums.
Apzimesim trisstira laukumu ar S, bet pret malam a, b, ¢ vilktos augstumus attiecigi ar h,, hj, hc. No formulam

_abc_c_hC

4R 2
seko vienadiba ab = 2Rh.. Analogiski iegtist bc =2Rh, un ac = 2Rhy,. Tatad

ab+bc+ca=2R(hg+ hp+ h¢).

Ta ka trisstiira medianas garums ir ne mazaks ka no tas pasas virsotnes vilkta augstuma garums (jo augstums ir 1sakais
nogrieznis no trisstura virsotnes lidz pretéjai malai), tad izpildas nevienadiba h, + hy, + he < my + my + mz un lidz ar to

ab+bc+ca=2R(hg+ hy + he) <2R(my + my + mg3).

11



6. Citas noderigas teoremas

Sinodala paredzéta 10.-12.klases skoléniem, jo tiek izmantotas trigonometriskas sakaribas.

Sinusu teoréma

Trisstiira malas ir proporcionalas pretlenku sinusiem, turklat malas un pretlenka sinusa attieciba ir vienada ar ap-
vilktas rinka linijas diametra garumu.

a b ¢
sinA sinB sinC

Kosinusu teorema

Trisstiira jebkuras malas garuma kvadrats ir vienads ar divu parejo malu garumu kvadratu summu, no kuras atnemts
divkarSots $§o malu garumu reizinajums ar to ietverta lenka kosinusu.

C

a a’>=b*+c®>-2bccosA

Stjuarta teoréema

Pienemsim, ka D ir nogriezna BC ieksejs punkts. Trisstiri ABC malu garumi ir apzimeti a = BC, b = AC, ¢ = AB.
Apzimeésim ari BD = m, CD = nun AD = d. Tad

b’m+c®n=amn+d>).

Cc

m+c*n=almn+d?.

Izmantojot Stjuarta teorému, var pieradit Apolonija teoremu, izteikt bisektrises garumu, izmantojot trisstura malu
garumus u.t.t.

12



11. piemers. Viena rinka linija ievilkts regulars devinstiiris un regulars trisstiris. Kas ir lielaks: dota devinstiira malu
kvadratu summa vai dota trisstiira malu kvadratu summa?

Risinajums.

Aplukosim regulara trisstiira malu AB un tris sekojosas devinstira malas AK, KL, LB. levérosim, ka trisstari AKL
un ALB ir platlenka, jo <AKL un <ALB balstas uz lokiem, kas ir lielaki neka 180° (A¢B = 240°).

No kosinusu teorémas seko, ka
AK? + KL*-2AK KL cos<AKL = AL*.
Ta ka <AKLir plats, tad cos<<AKL <0un —2AK - KL cos<<AKL > 0. Secinam, ka izpildas nevienadiba
AK? +KI* < AL%. (5)
Analogiski, izmantojot kosinusu teoremu trisstiiri ALB, secinam, ka
AL* + LB* < AB*. 6)
Nevienadibas (5) abam pusém pieskaitot LB?, iegiist AK 2y KI?+LB% < AL? + LB?. Tad, izmantojot (6), iegiistam, ka
AK? + KI* + LB? < AL* + LB? < AB®.
Tas nozime, ka regulara devinstiira tris malu kvadratu summa ir mazaka neka regulara trisstiira malas kvadrats.

Tatad visu devinu regulara devinstiira malu kvadratu summa ir mazaka neka visu tris regulara trisstira malu kvadratu
summa.

Nakamais piemeérs parada, ka geometriskas sakaribas var izmantot ari vienadibu pieradiSana. Lai izprastu uzdevumu,

nepiecieSams zinat trigonometriskas sakaribas, ko skola apgust 11. klase.

12. piemeérs. Trisstira malu garumi ir a, b un c, bet malu pretlenku lielumi ir atbilstosi a, § un y. Pieradit, ka

(b c
_+_
c b

c a a b
cosa+(;+;)cosﬁ+ E+Z cosy = 3.

Risindjums.

13



Ekvivalenti parveidojam dotas vienadibas kreiso pusi:

1—7+£)cosa+(£+z)cosﬁ+(ﬁ+é)cos =
c b a c b a r=

sinf siny siny sina sina sinf ) )
=|— + — cosa+ | — + — cosfB+|— + — cosy = (no sinusu teorémas)
siny sinf sina  siny sinf  sina

sinycos +sin fcosy N sinycosa +sinacosy . sin fcosa +sinacos

(saskaita dalas ar vienadiem saucéjiem)

sina sin siny
sin(f + sin(y+a) sin(a+
= ('6 12 + (.Y ) + (. 2 = (izmantota summas sinusa formula)
sina sin siny
sin(180° —a) sin(180° — sin(180° —
= ( - ) + ( - p) + ( - 1 = (trisstiira lenku summa ir 180°)
sina sin siny

sina sinf8 siny . . o .
= + + = (redukcijas formula sin(180° — x) = sin x)

sina@ sinf siny

Prasita vienadiba pieradita.

13. piemers. Sauksim divus trisstiirus par gandriz vienadiem, ja viena trisstiira divas malas un lenkis pret pirmo no tam
ir attiecigi vienadi ar otra trisstira divam malam un lenki pret pirmo no tam.

Doti n trisstiri. Zinams, ka pirmais ir gandriz viendds ar otro, otrais gandriz vienads ar treSo, ..., (n—1)-ais gandriz
vienads ar n-to. Turklat zinams, ka pirmais trissturis ir lidzigs n-tajam. Vai pirmais trisstiiris noteikti ir vienads ar n-to?

Risinajums.

Vispirms pamatosim §adu apgalvojumu; ja trissturi ir gandriz vienadi, tad ap Siem trisstariem apvilkto rinka liniju
radiusi ir vienadi.

Pienemsim, ka A B, C; ir gandriz vienads ar A, B, Cy, turklat <tA; = <Ay, ka ar1 B; C; = B,C,. Ap A; B, C; apvilktas
rinka linijas radiuss, saskana ar sinusu teorému, ir

_ BiG
17 2sinAy
Ap A, B> C, apvilktas rinka linijas radiuss ir
B
27 2sinA,’
Redzam, ka no <{A; = <Ay un B; C; = B,(C; izriet, ka
B1Ci B

' 2sinA; 2sinA;
Apgalvojums ir pamatots.
No ta varam secinam, ka visu n doto trissturu apvilktas rinka linijas radiusi ir vienadi. Tatad ari pirmajam un »n-
tajam trisstuirim apvilktas rinka linijas radiusi ir vienadi. Bet, ja diviem lidzigiem trisstiiriem ir vienadi kadi linearie izmeri
(8aja gadijuma apvilkto rinka liniju radiusi), tad tie ir vienadi. Tatad pirmais trisstaris ir vienads ar n-to.

14. piemeérs. Uz trisstura ABC malam AB, BC, C A nemti atbilstosi punkti K, L, M ta, ka

AK BL CM 1

KB IC MA 2
Ap trissturiem AKM, BLK, CML apvilkto rinka liniju radiusi ir vienadi. Pieradit, ka ar1 tajos ievilkto rinka liniju radiusi ir
vienadi.
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Risinajums.
Pieradisim, ka trisstaris ABC ir regulars. Tad AAKM, ABLK, ACML bus vienadi (péc pazimes mlm), tatad ar1
izpildisies prasitais.

Apzimeésim trisstira ABC malu AB, BC, CA garumus attiecigiar ¢, a, bunap AAKM, ABLK, ACML apvilkto rinka
Iiniju radiusu garumu ar R.

Saskana ar sinusu teorému,
KM =2RsinA, KL=2RsinB, LM =2RsinC.
Tatad
KM:KL:LM=sinA:sinB:sinC=a:b:c,

kur pedeja vienadiba seko no sinusu teorémas trisstiirtl ABC. Tatad ALMK ir lidzigs trisstarim AABC (lidzibas pazime
mmm).

Ieverosim, ka
1 ¢ 2b

2(1 2
— singBAC = — (—cbsin<iBAC) = =S(ABQ).
23 3 912 9

1
S(AMK) = > AK-AM -sin<KAM =
Lidzigi pierada, ka ar1
2
S(CLM) = S(BKL) = §S(ABC),
tade]
1
S(LMK) = S(ABC) - S(AMK) - S(CLM) - S(BKL) = ES(ABC).
Ta ka ALMK ir lidzigs AABC, tad S(LMK) = k*S(ABC), kur k ir lidzibas koeficients. No tikko pamatotas vienadibas

1
secinam, ka lidzibas koeficients ir —. Varam secinat, ka ALM K malu garumi ir

V3
KL= ¢ MK = a LM = b
Izmantosim kosinusu teoremu AABC un AAKM:
a®=b* +c® -2bccos A, (trisstaris ABC)
a\’ (2b\* [c\2 2b ¢ .
— | == + (—) —2-—-—CcosA. (trisstaris AKM)
V3 3 3 3 3

Iegiitas vienadibas var parveidot forma
4bccos A=2b*+2¢% - 2a°,
4bccos A=4b* + ¢* —3a.

Tatad
202 +2¢% —2a% =4b®* + ¢* - 3a°

un a? + ¢® = 2b°.

Analogiski var pieradit, ka a®+b%® =2¢% un ¢ + b? = 24®. No §im vienadibam izriet a = b = ¢, kas nozimé, ka
trisstiris ABC ir regulars.
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Pieradijumi*

Trisstiira ar dotiem malu garumiem eksistence

Pieradijums. Varam pienemt, ka vislielakais no skaitliem a, b, ¢ ir a (citus gadijumus apskata lidzigi). Atliksim plakne
nogriezni MK ar garumu a (skaidrs, ka to ir iespéjams izdarit). Konstrue rinka liniju w; ar centru M un radiusu b; tad
konstrue rinka liniju w; ar centru K un radiusu c.

Pirmkart, atzimesim, ka w; un w; krusto nogriezni MK, jo abu rinka liniju radiusi ir ne lielaki par nogrieZzna MK
garumu a (jo apskatam gadijumu, kad a = bun a = ¢).

Ar P apzimeé w; krustpunktu ar nogriezni MK; ar Q apzime w; krustpunktu ar nogriezni MK. lespéjama situacija,
ka Q sakrit ar K (tas notiek, ja a = b) un ka P sakrit ar M (tas notiek, ja a = ¢). Talakos spriedumus Sie specialgadijumi
neietekmes.

Ieverosim, ka uz taisnes punkti M, P, Q un K ir izvietoti tie§i $ada seciba: ja seciba buitu M, Q, P, K, tad nogriezna
MK garums (kas ir vienads ar a) butu vismaz tikpat liels, cik nogrieZznu MQ un PK garumu (attiecigi b un ¢) summa —
t.i., pretruna ar doto, ka a < b+ c. Nav iespé€jams, ka P sakrit ar Q, jo tada gadijuma buitu a = b + ¢ — joprojam pretruna ar
doto.

Tatad pamatots, ka punkti M, P, Q un K ir izvietoti tie$i §ada seciba. Tacu tas nozimeé, ka rinka linijas w; un w;
krustojas. Apzimeé vienu no Siem krustpunktiem ar N. Tada gadijuma trisstira M K N malu garumi ir a, b un c, kas pierada
vajadziga trisstura eksistenci.
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Attieciba, kura trisstura bisektrise dala pretejo malu

Pieradijums. No sinusu teorémas AACD un AABD izriet, ka

AC CD AB BD
= un = .
sin<<CDA sin<<CAD sin<tBDA sin<<{BAD

Tatad
AC _sin<CDA  AB _sin<BDA

CD  sinaCAD’  BD  sin<BAD
Taka AD ir bisektrise, tad <CAD = <BAD un ari lenku sinusi ir vienadi: sin<<CAD =sin<BAD. Taka <BDAun <CDA
ir blakuslenki, tad ari to sinusi ir vienadi: sin <BDA = sin <CDA. leguistam, ka
AC sin<CDA sinaBDA AB
CD sin<CAD sin<BAD BD’
D CA

AC AB C
Lidz ar to ir pieradits, ka — = —— jeb, ekvivalenti parveidojot, — = —. O
CD BD DB BA

Apolonija teoréma

Pieradijums. So faktu var pieradit, papildinot trisstiiri ABC lidz paralelogramam ABKC ta, lai BC biitu paralelograma
diagonale.

Caur C novelk taisni ¢ || AB un caur B novelk s || AC; taiSnu s un ¢ krustpunktu apzime ar K.

K

Cetrstiiris ABKC ir paralelograms, jo ta malas ir pa pariem paralélas. Paralelograma diagonales krustpunkta dalas
uz pusém, kas nozime, ka AK iet caur AC viduspunktu D, turklat AK =2AD.

Saskana ar paralelograma likumu, paralelograma diagonalu kvadratu summa vienada ar divkar§otu abu malu

kvadratu summu jeb
2(AB* + AC?) = BC?* + AK®.

Tacu AK = 2AD, tatad So vienadibu var parrakstit ka

2AB?+2AC?* = BC? +4AD? )

1
jeb AD? = 1 [ZAB2 +2AC?*-B CZ) —medianas garuma aprékinasanas formula, ja zinami trisstiira visu malu garumi.

Ievérojot, ka BC = 2BD, vienadibu (7) var parveidot ari forma

2AB% +2AC? = 4BD? + 4AD?
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jeb
AB% + AC? =2(BD? + AD?).

Formulas trisstiura laukuma aprékinasanai, ja doti trisstura lenki

1
Pieradijums. Izmantojam formulu S(ABC) = Ea bsinC.

b <
sinA  sinB sinC

1. formulas pieradijums: no sinusu teorémas izriet, ka =2R. Tatad
a=2Rsin A, b=2RsinB.

1
Ievietojot §is vertibas formula S(ABC) = 3 absinC, iegiistam

1
S(ABC) = 3 -2Rsin A-2Rsin B -sin C = 2R?sin A sin B sin C,
kas ari bija japierada.

S . . _ - - sin
2. formulas pieradijums: izmanto sinusu teorému, no kuras izriet sakariba b = a-

A O
B Ievietojot So izteiksmi

1
formula S(ABC) = >4 bsinC, iegiistam

1 sinA . a?sin BsinC
S(ABC)=—-a-a-— sinC= ——,
2 sin B 2sin A
kas ari bija japierada. O
Sinusu teorema
Pieradijums. Pieradisim, ka patvaligam trisstirim
c .
—=R-sinC.
2

Skaidrs, ka no ta izrietés

= 2R. Ta ka $i vienadiba bs pieradita patvaligam trisstiirim un patvaligai ta malai c ar

pretlenki C, tad bis pieradita ari sinusu teorema.

Apskata gadijumu, kad <C < 90°: Konstrue trisstirim ABC apvilkto rinka liniju ar centru O un radiusu R; novelk
radiusus OA un OB, ka ari trisstiira OAB augstumu OD.

Tad OA = OB = Rkaradiusi; tatad AOAB ir vienadsanu un OD ir augstums vienadsanu trisstiir1 pret pamatu. Seko,
ka OD ir arl mediana (tatad AD = DB = 0.5AB = 0.5¢) un <AOB bisektrise (tatad <AOD = <BOD = 0.5<{AOB).
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Centra lenkis ir divreiz lielaks neka ievilktais lenkis, kas balstas uz to pasu loku, tadel <AOB = 2<tACB; tad
<{AOD =0.5<7AOB = <ACB.

Esam ieguvusi, ka AOD ir taisnlenka trissturis, AD = g, OA=Run <AOD = <«C. Tatad
g — AD = AOsin<tAOD = RsinC.

Apskata gadijumu, kad <C > 90°: Konstrué trisstiirim ABC apvilkto rinka liniju ar centru O un radiusu R; novelk
radiusus OA un OB, ka ar1 trisstiira OAB augstumu OD.

Tad OA = OB = R karadiusi; tatad AOAB ir vienadsanu un OD ir augstums vienadsanu trisstiiri pret pamatu. Seko,
ka OD ir ari mediana (tatad AD = DB = 0.5AB = 0.5¢) un <<AOB bisektrise (tatad <AOD = <BOD = 0.5<tAOB).

Uz loka AB (kas nesatur C) izvélas punktu K. Ievilkta lenka lielums ir vienads ar pusi no ta loka lenkiska lieluma,
uz kura tas balstas; tatad

1— 1 — 1 —
GAKB=AcB=3 (360° - AKB) =180° - 2 AxB =180° - <ACB.
Centra lenkis ir divreiz lielaks neka ievilktais lenkis, kas balstas uz to pasu loku, tade] <AOB = 2<<AKB = 2(180° —

<ACB); tad
<AOD =0.5<A0B =180° — <ACB.

Esam ieguvusi, ka AOD ir taisnlenka trisstiris, AD = %, OA = Run <AOD =180° — <«C. Taka sin(180° — a) = sina, tad
sin<tAOD =sinC. Tatad

g = AD = AOsin<CAOD = RsinC.

Gadijums, ja <C =90°: $aja gadijuma ABC ir taisnlenka trisstiris, un ta hipotentiza sakrit ar diametru, t.i., c = 2R.
Tacu tad c
> =R=R-sin90° = R-sinC,

un vajadziga vienadiba izpildas.

Kosinusu teoréema

Pieradijums. Novelk augstumu AD. No AACD iegiistam, ka CD = bcos C; no AABD ieglistam, ka BD = ccos B. Tatad
a=bcosC+ ccosB.

(Piezime: lai gan ziméjuma apskatits Saurlenku trisstiris, §1 formula paliek speka ari tad, ja trisstiri ABC kads lenkis ir
plats vai taisns).
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bcosC
D
ccosB
b
B
c
A
Analogiski iegiist formulas
b=ccosA+acosC, c=acosB+bcosA.

Reizinot iegtitas vienadibas attiecigi ar a, b un c, iegtistam

a® = abcosC + accosB,

b? = bccos A+ abcosC,

¢® = accosB + bccos A.
Tad

b*+c*-a*=
=2bccos A.

Lidz ar to pieradits, ka
a’ = b* + ¢®> —2bccos A.

Stjuarta teorema

Pieradijums. Apzimesim <ADB = a, tad
cos<{ADC = cos(180° — <ADB) = cos(180° — a) = — cos a.

Izmantojot kosinusu teorému trisstarim ABD, iegtistam

AB% = AD? + DB®>-2AD-DB-cos<tADB

20

= (bccosA+ abcosC)+ (accosB+ bccos A) — (abcosC + accosB) =
= (bccosA+ bccosA) + (abcosC —abcosC) + (accosB— accosB) =



jeb
c2=m?+d?-2mdcosa. (8)
Izmantojot kosinusu teorému trisstirim ACD, iegistam
AC? = AD* + DC?* —-2AD-DC-cos<<ADC
jeb
b? = n?+d? +2ndcosa. 9)
Reizinam (8) ar n, (9) ar m un saskaitam abus vienadojumus, iegistot
b’m+c?n=
=m(n*+d*+2ndcosa)+n(m?+d* —2mdcosa) =
=mn® + md? +2mnd cosa +nm? + nd* —2mnd cosa =
=mn®+nm?+md?+nd®=(m+n)(mn+d? =
=a(mn+ dz).

Lidz ar to ir pieradita vienadiba
Pm+ctn= almn + dz).
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