KONGRUENCES

Teorija un pieméri 10.-12. klasei, gatavojoties Atklatajai matematikas olimpiadei 2022./2023. m. g.

lesakdm izlasit ari teorijas materialu par dalamibu, kas domats 5.-9. klasu skoléniem.

Kongruences jédziens

Viens no pazistamakajiem veselo skaitJu iedalfjumiem ir to dalijums para un nepara skaitlos. Katrs vesels
skaitlis ir vai nu para, vai nepara, tacu neviens nav vienlaikus gan para, gan nepara skaitlis. Ta visi veselie
skaitli tiek sadaliti divas klasés: skaitli, kas dalas ar 2 (para skaitli), un skaitli, kas nedalas ar 2
(nepara skaitli).

Ja dalitaju 2 aizvieto ar 3, tad lidzigi var runat par skaitliem, kas dalas vai nedalas ar 3. Tomér izradas, ka
lietderigak ir veselos skaitlus sadaltt klasés atkariba no ta, kadu atlikumu tie dod, dalot ar 3. Ari para un nepara
skait|us var uztvert ka skaitlus, kas, dalot ar 2, dod attiecigi atlikumu 0 vai 1. Ja nomainam 2 ar 3, tad veselos
skaitlus més sadalam tris klasés — skirojot gadijumus, vai skaitlis, dalot ar 3, dod atlikumu 0, 1 vai 2.

Teoréma par dalisanu ar atlikumu. Ja a ir vesels skaitlis un b ir naturals skaitlis, tad noteikti var atrast tadus
veselus skaitlusqunr,kaa=b-q +r,turklat0 <r < b.

legaumeé! Atlikums nekad nav mazaks ka 0 un vienmér ir mazaks neka skaitlis, ar kuru dala, tas ir, dalot ar b,
atlikumam var bat véertibas 0, 1,2, ...,b — 1.

Skaitlu sadaliSanu klasés var salidzinat ar “skaitlu krasoSanu”. Pienemsim, ka visi veselie skaitli sarakstiti uz
bezgaligas ritinu lentes. Ja vélamies veselos skaitJus saskirot klasés atkariba no ta, pieméram, kadus
atlikumus tie dod, dalot ar 3, tad grafiski var iztéloties, ka katram skaitlim atbilsto$a ritina tiek nokrasota
viena no trim krasam: tie skaitli, kas dalas ar tris, tiek krasoti viena krasa, tie skaitli, kas, dalot ar 3, dod
atlikumu 1 — cita krasa, un skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 2 — vél cita krasa. Tadejadi visi skaitli tiek
nokrasoti kada no trim krasam, turklat katrs skaitlis tiek nokrasots tiesi viena krasa:

-3 |B=2 0 1 2 3 4 5 6 7

1. att.

Lai Sos spriedumus visparinatu un lietotu uzdevumu risinasana, definé kongruences jédzienu.

Definicija. Doti veseli skaitli @ un b un naturals skaitlis m > 2. Skaitli a un b ir kongruenti péc modula m un
pieraksta a = b (mod m) vaia =, b, ja a un b, dalot tos ar m, dod vienadu atlikumu.

Piemeri
e 7 =3 (mod 2), jogan7,gan 3, dalot ar 2, dod atlikumu 1
e 17 =73 (mod 14), jo gan 17, gan 73, dalot ar 14, dod atlikumu 3
e 71 =8(mod?9),jogan71,gan8, dalotar9, dod atlikumu 8
e —2 =4 (mod 3), jogan —2, gan 4, dalot ar 3, dod atlikumu 1
e —6=285(mod?7),jogan —6, gan 85, dalot ar 7, dod atlikumu 1



Biezi vien, lai parbauditu, vai skaitli ir kongruenti péc kada modula, ir érti lietot talak doto teorému.
Teoréma. a = b (mod m) tad un tikai tad, ja starpiba a — b dalas ar m.
Piemeéri

e 7 =3 (mod 2),jostarpiba 7 — 3 = 4 dalas ar 2

e 17 =73 (mod 14), jo starpiba 17 — 73 = —56 dalas ar 14

e 71=8(mod9),jostarpiba71 —8 = 63 dalasar9

e —2=4(mod3),jostarpiba —2 —4 = —6dalasar3

e —6 =85 (mod7), jostarpiba —6 —85 = —91 dalasar?7

Kongruencu ipasibas
Lai kongruences jédzienu varétu lietot dazadu uzdevumu risinasana, var izmantot kongruencu Tpasibas, kas
lauj daudzus apréekinus veikt ievérojami vienkarsak.

1. Jaa, dalot ar m, dod atlikumu r, tad a = r (mod m).
2. Jaa = b (modm),tad ka = kb (mod m), kur k ir jebkurs vesels skaitlis.
3. Jaa = b (modm), tad a™ = b™ (mod m), kur n ir jebkurs naturals skaitlis.
4. Jaa = b (modm)unc=d (modm),tad
e a+c=b+d(modm),
e a—c=b—-d(modm),
e ac = bd (mod m).
5. Visiem veseliem a izpildas kongruence a = a (mod m) (refleksivitate).
6. Jaa = b (modm),tad b = a (mod m) (simetrija).
7. Jaa =b (modm)unb = c (mod m), tad a = ¢ (mod m) (transitivitate).

Uzdevumos par veselu skaitlu pakapém ar mainigu vai lielu kapinataju var noderét nakama teoréma.
Teoréma. Virkne x,, = a™ péc moduja m ir periodiska.

Perioda garumu un taja ietilpstoSos skaitlus var atrast, rakstot péc kartas skaitlus a™ péc modula m. Tiklidz
virkné a™ (mod m) paradas kads jau bijis skaitlis, ir atrasts periods. Perioda garums neparsniedz m.

Ta ka kongruence péc modula m sadala visus veselos skaitlus m klasés, kur katra klasé ietilpst skaitli, kas dod
vienadus atlikumus péc moduja m (skat., pieméram, 1. att., kur m = 3 un viena krasa ir nokrasoti skaitli, kas
ir viena klasé), tad Tpasibu, kas japierada visiem veseliem skaitliem, pietiek pieradit katras klases skaitliem
atseviski.

Uzdevumu piemeri
1. Kadu atlikumu var iegiit, vesela skaitla kvadratu dalot ar 3?
Atrisinajums. levérojam, ka veselu skaitli n, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0, 1 vai 2:
e jan =0 (mod 3), tad n? = 0% = 0 (mod 3);
e jan =1 (mod3),tadn? =12 =1 (mod 3);
e jan =2 (mod3),tadn? =22 =4 =1 (mod 3).
Tatad vesela skaitla kvadratu, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0 vai 1.
Piezimes
1. Uzdevumu varéja atrisinat ari aplikojot gadijumus n=3k, n=3k+1 un n=3k+ 2, kur
k — vesels skaitlis.
2. Aplikotaja risinajuma pédgéjos divus gadijumus varéja apvienot, ievérojot, ka 2 = —1 (mod 3), tas
ir,jan = +1 (mod 3), tad n? = (+£1)? = 1 (mod 3).



2. Kadu atlikumu dod skaitlis 359, dalot to ar 7?
Atrisinajums. Virkne 3",n = 0,1, 2, ..., ir periodiska péc modula 7, apskatisim $is virknes pirmos locek|us:
e jan=0,tad3° =1 (mod 7);
e jan=1,tad 3! = 3 (mod 7);
e jan=2,tad3% =9 = 2 (mod 7);
e jan=23,tad33=32-3=2-3=6(mod7);
e jan=4,tad3*=33-3=6-3=18=4 (mod7);
e jan=5,tad3°=3%-3=4-3=12=5 (mod 7);
e jan=6,tad3°=3°-3=5-3=15=1 (mod 7);
e jan=7,tad3’=3%-3=1-3 =3 (mod7);
[}
So informaciju érti apkopot tabula:
n 0 1 2 3 4 5 6
3"(mod7) |1 |3 2 6 4 5 1 3

Redzam, ka virkne 3™(mod 7) ir periodiska ar perioda garumu 6. Ta ka 3° = 1 (mod 7), tad secinam, ka
350 = 368+2 = 32 = 2 (mod 7). Tatad skaitlis 3°° dod atlikumu 2, dalot ar 7.

3. Tris veselu skaitlu kvadratu summa dalas ar 9. Pieradiet, ka var izvéléties divus no Siem kvadratiem t3, ka
to starpiba dalas ar 9.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bt kongruenti veselu skaitlu kvadrati pec modula 9:
e jan =0 (mod9),tadn? =02 = 0 (mod 9);
e jan=1(mod9),tadn? =12 =1 (mod9);
e jan =2 (mod9),tadn? =22 =4 (mod 9);
e jan=3(mod9),tadn? =32 =9 =0 (mod?9);
e jan=4(mod9),tadn? =42 =16 = 7 (mod 9);
e jan=5=—4(mod9),tadn? = (—4)? = 42 = 7 (mod 9);

e jan=6=-3(mod9),tadn? = (-3)%? =32 = 0(mod 9);
e jan=7=-2(mod9),tadn? = (-2)% = 22 = 4 (mod 9);
e jan=8=-1(mod9),tadn?=(-1)? = 1% =1 (mod 9).

So informaciju érti apkopot tabula:
n(mod9) |0 |1 |2 |3 |4 |5 6 |7
n?(mod9) 'O |1 |4 |0 |7 |7 o |4 |1

Tatad veselu skaitlu kvadrati péc modula 9 var bit kongruenti ar 0, 1, 4 vai 7. Parbaudam, ka tris dazadi
atlikumi nevar dot summa skaitli, kas dalas ar 9:

o 0+1+4=5 #0(mod9);

e 0+1+7=8 %0 (mod9);

e 0+4+4+7=2 #0(mod9);

e 14+4+7=3 #0(mod9).
Tatad vismaz divi no atlikumiem ir vienadi, bet tas nozimeé, ka So kvadratu starpiba dalas ar 9.

4. Vai var atrast tadus divus veselus skaitlus, kuru kubu summa, dalot ar 7, dod atlikumu 3?
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bt kongruenti veselu skaitlu kubi péc modula 7:
e jan =0 (mod?7),tadn®=03=0 (mod?7);
e jan=1(mod7),tadn® =13 =1 (mod?7);
e jan=2(mod7),tadn3=23=8=1 (mod7);
e jan=3(mod7),tadn®=33=27=6= -1 (mod7);
e jan=4=-3(mod7),tadn®=(-3)3=-33=—(-1) =1 (mod 7);
e jan=5=-2(mod7),tadn®=(-2)3=-23=—-1(mod 7);



e jan=6=-1(mod?7),tadn®=(-1)> = —1 (mod 7).
Tatad veselu skaitlu kubi ir kongruenti ar 0 vai +1 péc modula 7. Aplikosim, ar ko var bat kongruenta divu
veselu skaitlu kubu summa péc modula 7.

3
e a’® (mod 7) _1 0 1
-1 -2 | -1 0
0 -1 0 1
1 0 1 2

Esam ieguvusi, ka divu $adu skaitlu summa péc modula 7 var pienemt jebkuru no vértibam —2,—-1,0, 1, 2,
tacu nekadas citas. Ta ka 3 = —4 (mod 7) neparadas starp Sim vértibam, tad divu veselu skaitlu kubu
summa nevar dot atlikumu 3, dalot ar 7.

Piezime. Tabula —1 vieta varéja aplukot tam péc modula 7 kongruentu skaitli 6.

. Pieradit: ja tris veselu skaitlu kubu summa dalas ar 9, tad So skaitJu reizinajums dalas ar 3.

Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bt kongruenti veselu skaitlu kubi péc modula 9:
n (mod 9) 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n3(mod 9) 0/ 1 |-1{0 1 -1, 0 1 -1

Pienemsim pretéjo, ka doto tris skaitlu reizinajums nedalas ar 3; tad arT neviens no Siem skaitliem nedalas
ar 3, lidz ar to katra skaitla kubs ir kongruents ar 1 vai —1 péc modula 9. Secinam, ka visu doto skaitju
kubu summa péc modula 9 ir pierakstama forma +1 + 1 + 1.

levérosim, ka tas ir nepara skaitlis, kas péc absolGtas vértibas neparsniedz 3, tatad nevar bit kongruents
ar 0 péc modula 9. Tacu ta ir pretruna ar to, ka doto skaitlu kubu summa dalas ar 9. Lidz ar to pienémums
bijis aplams un doto skait|u reizinajums dalas ar 3.

. Pieradit apgalvojumu: ja p > 3 ir pirmskaitlis, tad skaitlis p2, dalot 24, dod atlikumu 1.
Atrisinajums. levérosim, ka 24 = 8 - 3. Ta ka 8 un 3 ir savstarpéji pirmskaitli, tad pietiekami paradit, ka
visiem pirmskaitliem p = 5 izpildas kongruences

p? =1 (mod 8) un p? =1 (mod 3),
jo tas nozimés, ka p2 — 1 dalas gan ar 8, gan ar 3, tatad p2 — 1dalasar8-3 = 24.

1) Pamatosim, ka p? = 1 (mod 8). Ta ka visi pirmskaitli p > 5 ir nepara skaitli, tad péc modula 8 $ads
skaitlis p var pienemt tikai vértibas 1, 3, 5 vai 7 (var ari teikt, ka p péc modula 8 var pienemt tikai
vértibas +1 vai +3). Parbaudam, ka visu 3o vértibu kvadrati ir kongruenti ar 1 péc modula 8:

p (mod 8) 1 3 5 7

p%(mod 8) 1 9=1 25=1 49 =1

Redzam, ka $adiem pirmskaitliem p izpildas p? = 1 (mod 8), tas ir, p> — 1 dalas ar 8.

2) Pamatosim, ka p? = 1 (mod 3). Neviens pirmskaitlis p > 5 nedalas ar 3. Tatad péc modula 3 $ads
pirmskaitlis p var pienemt tikai vértibas 1, 2 (jeb tikai vértibas +1). Parbaudam, ka So vértibu kvadrati
ir kongruenti ar 1 péc modula 3:

p (mod 3)

p?(mod 3) 1 4

e

1

Secinam, ka visiem pirmskaitliem p > 3 skaitlis p2 — 1 dalas gan ar 8, gan ar 3, tatad p2 — 1 dalas 24, kas
nozime, ka pz, dalot ar 24, dod atlikumu 1.
Piezimes
1. Péc modula 8 varéja aplikot ari vértibas +1 un +3, bet péc modula 3 — vértibas +1 un nemt vér3,
ka (+a?) = a? (mod n).
2. levérojot, ka p ir nepara skaitlisun p? — 1 = (p — 1)(p + 1) ir divu viens otram sekojo3u para skait|u
reizinajums (no kuriem viens noteikti dalas ar 2, bet otrs — ar 4), var secinat, ka p2 — 1 dalas ar 8.



7. Atrast skaitlu 32 — 3,5% —5,77 — 7, ..., 20152°1> — 2015 lielko kopigo dalitaju!
Atrisinajums. levérosim, ka 33 — 3 = 24, tatad meklétais lielakais kopigais dalitajs d nevar bat lielaks ka
24. Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 24, Iidz ar to bids pieradits, ka d = 24. levérosim, ka
24 = 8- 3. Ta ka 8 un 3 ir savstarpéji pirmskaitli, tad pietiekami paradit, ka katrs no dotajiem skaitliem
dalas gan ar 3, gan ar 8.
levérosim, ka visi apskatamie skaitliir forman™ — n = n (n"‘1 — 1), turklat n ir nepara skaitlis, tas ir,
n=2k+1.
1) Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 3.
e Jandalasar 3, tad ari reizinajums n (n*~1 — 1) dalas ar 3.
e Jannedalasar3,tadn=+1(mod3), lidzarton™® ! —-1= (£1)?* — 1 = 0 (mod 3); tacu
tad reizindgjums n (n®1 — 1) dalas ar 3.
2) Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 8. Ta ka n ir nepara skaitlis, tad n péc modula 8 pienem vértibas 1,
3, 5 7. Erti ir izmantot faktu 5= -3 (mod8) un 7 =—1(mod8), kas nozimé, ka
n = +1 (mod 8) vaiarin = 3 (mod 8).
levérosim, ka (+1)? =1 (mod 8) un (+£3)?> =9 = 1 (mod 8). Tatad n? = 1 (mod 8) un
n 1l —1=m*)*¥-1=1¥-1=0(mod 8).
Tacu tas nozimé, ka skaitlis n™™ ! — 1 un arireizinajumsn (n™®"1 — 1) dalas ar 8.
Esam pieradijusi, ka nepara skaitliem n skaitlisn™ — n = n (n™! — 1) dalas gan ar 3, gan ar 8, tatad
doto skaitlu lielakais kopigais dalitajs ir 24.

Citi avoti

Lai pilnvertigak apgltu tematu par kongruencém, loti ieteicams patstavigi risinat, pieméram, gramata
A. Bérzina, A. Bérzins “Diferencéti uzdevumi skaitlu teorija” dotos vingrinajumus un uzdevumus. Gramata
pieejama ar1 elektroniski NMS majas lapa sadala Arhivs.

Uzdevumi

1. Pieradt, ka
a) no pieciem naturaliem skaitliem vienmér var izvéléties vairakus (vismaz divus), kuru summa dalas
ar4;
b) var atrast Cetrus tadus naturalus skaitlus, ka no tiem nevar izvéléties vairakus (vismaz divus), kuru
summa dalas ar 4.

2. Pieradit, ka no jebkuriem trim naturalu skaitlu kvadratiem var izvéléties divus ta, ka to summa vai
starpiba dalas ar 5.

3. Pieradt, ka starp jebkuriem pieciem naturalu skaitlu kvadratiem var atrast divus tadus, ka to summa vai
starpiba dalas ar 13.

4. Atrast visu skait|u, kas pierakstami forma a* — b*, kur a > b > 5 un a un b ir pirmskaitli, lielako kopigo
dalttaju!

Uzdevumu atrisinajumi doti nakamaja lapa.



Uzdevumu atrisinajumi

1. Pieradtt, ka
a) no pieciem naturaliem skaitliem vienmér var izvéléties vairakus (vismaz divus), kuru summa
dalas ar 4;
b) var atrast Cetrus tadus naturalus skaitlus, ka no tiem nevar izvéléties vairakus (vismaz divus), kuru
summa dalas ar 4.

Atrisinajums. a) Naturals skaitlis, dalot ar 4, dod atlikumu 0, 1, 2 vai 3, para skaitli dod atlikumu 0
vai 2, nepara — atlikumu 1 vai 3.

1. Ja starp dotajiem pieciem skaitliem ir divi, kas, dalot ar 4, abi dod atlikumu 0 vai abi dod atlikumu
2, tad So divu skaitlu summa dalas ar 4, jo 0+ 0 = 0 (mod 4) vai 2+ 2 =4 = 0 (mod 4), tad
varam nemt $os. Pretéja gadijuma ir ne vairak ka divi para skaitli, tatad ir vismaz tris nepara skaitli.

2. Ja starp nepara skaitliem ir gan tads, kas, dalot ar 4, dod atlikumu 1, gan tads, kas dod atlikumu 3,
tad So abu summa dalas ar 4 un més varam nemt Sos. Pretéja gadijuma mums visi nepara skaitli dod
vienu un to pasu atlikumu (1 vai 3), dalot ar 4.

3. Ja kads no skaitliem, dalot ar 4, dod atlikumu 2, tad tas summa ar diviem nepara skaitliem (kuri abi
dod atlikumu 1 vai 3, dalot ar 4) dalas ar 4, jo 24+14+1=4=0(mod4) vai
2+ 3+ 3 =8 = 0(mod 4), tad varam nemt 3os tris skait]us. Pretéja gadijuma ir ne vairak ka viens
para skaitlis (kurs dod atlikumu 0, dalot ar 4).

4. Jair ne vairak ka viens para skaitlis, tad ir vismaz Cetri nepara skaitli, kas visi dod vienadus atlikumus,
dalot ar 4, tad to summa dalas 4.

b) Lidzigi ka a) gadijuma varam secinat, ka neder divi para skaiti, kas dod vienadus atlikumus, dalot
ar 4, divi nepara skaitli, kas dod dazadus atlikumus, dalot ar 4, un neder ari viens para skaitlis, kas dod
atlikumu 2, dalot ar 4. Tadéjadi nonakam pie atlikumiem 0, 1, 1, 1 vai 0, 3, 3, 3, kas abi der.

Nemsim jebkurus skait|us, kas, dalot ar 4, dod attiecigi atlikumus 0, 1, 1, 1. Tad vairaku no tiem atlikumu
summa bis vismaz 1, bet ne lielaka ka 3 (ja més sasummeéjam visus), tatad ta var pienemt tikai vértibas
1, 2 vai 3. Lidz ar to nekadu vairaku no tiem summa nedalisies ar 4. Sadi skait|i ir, pieméram, 4, 1, 5, 9
(to, ka tie der, var parbaudit ari, aprékinot visas 11 iespéjamas vairaku no tiem summas).

2. Pieradit, ka no jebkuriem trim naturalu skaitlu kvadratiem var izvéléties divus ta, ka to summa vai
starpiba dalas ar 5.

Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bat kongruents naturala skaitla kvadrats péc
modula 5.

n(mod5) |0 1 2 3 4
n?(mod5) 0 |1 |4 |4 |1

Tatad naturala skait)a kvadrats péc modula 5 var bat kongruents ar 0, 1 vai 4. iespéjami divi gadijumi.
o Jadivi kvadrati dod vienadu atlikumu, dalot ar 5, tad to starpiba dalas ar 5.
o Ja nekadi divi no Siem trim kvadratiem nav kongruenti péc modula 5, tad tie péc modula 5 pienem
visas iespéjamas vértibas 0, 1 un 4. Taka 1 + 4 = 5, tad atbilstoSo kvadratu summa dalisies ar 5.

3. Pieradit, ka starp jebkuriem pieciem naturalu skaitlu kvadratiem var atrast divus tadus, ka to summa vai
starpiba dalas ar 13.

Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bt kongruents naturala skaitla kvadrats péc
modula 13.

n (mod 13) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
n®(mod13) |0 |1 ' 4 |9 |3 12|10 /|10 123 |9 |4 |1




Tatad naturala skaitla kvadrats péc modula 13 var bit kongruents ar 0, 1, 3, 4, 9, 10 vai 12. lesp&jami
divi gadijumi.

o Jadivi kvadrati dod vienadu atlikumu, dalot ar 13, tad to starpiba dalas ar 13.

o Ja nekadi divi no Siem pieciem kvadratiem nav kongruenti péc modula 13, tad sadalam So kvadratu
iespéjamas vértibas péc modula 13 Cetras grupas: {0}, {1; 12}, {3; 10}, {4; 9}. Ta ka ir jaizvélas pieci
naturalu skait/u kvadrati, tad vismaz divi no tiem bs viena grupa (Dirihlé princips). So divu skait|u
summa dalas ar 13.

Atrast visu skaitu, kas pierakstami forma a* — b*, kur a > b > 5 un a un b ir pirmskaiti, lielako kopigo
dalitaju!

Atrisinajums. levérojam, ka a* — b* = (a? — b?)(a? + b?) = (a — b)(a + b)(a? + b?).
Taka
11* —7*=4-18-(121+49) =2%-32-5-17 = 240-51
un
13* —11*=2-24-(169 + +121) = 2*-3-5-29 = 240 - 29,
tad meklétais lielakais kopigais dalitajs d nevar bt lielaks ka 240. Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 240,
[idz ar to bis pieradits, ka d = 240. levérosim, ka 240 = 16 - 3 - 5; ta ka visi reizinataji ir savstarpégji
pirmskaitli, tad pietiekami paradit, ka katrs no dotajiem skaitliem dalas gan ar 16, gan ar 3, gan ar 5.
o Ta ka jebkurs pirmskaitlis p, kas lielaks neka 5, ir nepara skaitlis, tad, to dalot ar para skaitli, nevar
ieglt atlikumu, kas ir para skaitlis, I1dz ar to var rasties tikai nepara atlikums: 1, 3,5, 7,9, 11, 13 vai
15. Tatad p var bit kongruents ar +1, +£3, £5 vai +7 péc modula 16. Noskaidrosim, ar ko var bat
kongruenta pirmskaitla ceturta pakape péc modula 16:
o p*=(+1)* =1 (mod16);
o p*=(4£3)*=81=1(mod16);
o p*=(45)*=25-25=9-9=81=1(mod16);
o p*=(=7)*=49-49=1-1=1(mod 16).
Tatad p* = 1 (mod 16).
o Pirmskaitlip > 5, dalot ar 3, var iegit tikai atlikumu 1 vai 2, tapéc péc modula 3 $ads pirmskaitlis p
var pienemt tikai vértibas +1 un p* = 1 (mod 3).
o Pirmskaitli p > 5, dalot ar 5, var ieglt tikai atlikumu 1, 2, 3 vai 4, tapéc péc modula 5 sads
pirmskaitlis p var pienemt tikai vértibas +1 un +2. Tad p*=(+1)* =1 (mod5) vai
p* = (£2)* = 16 = 1 (mod 5). Tatad p* = 1 (mod 5).
Lidz ar to p* = 1 (mod 240) un tapéca* — b* =1 — 1 = 0 (mod 240) jeb a* — b* dalas ar 240. Esam
pieradijusi, ka visu skait|u, kas pierakstamiforma a* — b*, kura > b > 5un a un b ir pirmskaitli, lielakais
kopigais dalitajs ir 240.
Piezime. Pamatot to, ka a* — b* dalas ar 16, var, ievérojot, ka jebkuriem nepara skaitliem a un b to
kvadratu summa dalas ar 2, bet kvadratu starpiba dalas ar 8.



