LINEARAS FUNKCIJAS UN KVADRATFUNKCIJAS

Teorija un pieméri 7.-12. klasei, gatavojoties Novada olimpiadei 2020./2021. m. g.

Jau skolas kursa, sakot ar 7. klasi, apglsti dazadas zinasanas par funkcijam. Skola galvenais uzsvars ir likts uz funkcijas
grafiku konstruésanu un informacijas nolasisanu no grafika, pieméram, no grafika noteikt argumenta vértibas, ar
kuram funkcijas vértiba ir pozitiva/negativa, funkcija ir augosa/dilstosa, krustpunktus ar koordinatu asim.

Sogad olimpiadé skola apgitds zinasanas bis jalieto nestandarta uzdevumos par linearam funkcijam un
kvadratfunkcijam.

Atgadinam svarigako par linearu funkciju.

Definicija. Par linearu funkciju sauc funkciju, kuru var definét ar formulu y = kx + b, kur x ir neatkarigais mainigais,
bet k un b ir kaut kadi reali skait]i.

Linearas funkcijas grafiks ir taisne.

Koeficientu k sauc par taisnes virziena koeficientu. No koeficienta k ir atkarigs linearas funkcijas y = kx + b grafika
novietojums koordinatu plakné:

o jak > 0, tad funkcija ir augosa,

o jak <0, tad funkcija ir dilstosa,

o jak =0, tad taisne ir paraléla x asij.

Linearas funkcijas y = kx + b grafiks krusto y asi punkta, kura koordinatas ir (0; b), bet x asi punkta, kura koordinatas
ir (—% :0).
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Lai taisne y = kx + b ietu caur punktu (m; n), jaizpildas vienadibain = k- m + b.

Uzdevumu piemeri

1. Funkcijuy = ax + b uny = cx + d grafiki doti 1. att. Vai noteikti (c — a)(b — d) > 0?

1. att.

1. atrisinajums. J3, noteikti. levérojam, ka
o taisney = ax + b (sarkana) krusto y asi punkta (0; b), tatad b > 0,
o taisney = cx + d (zala) krusto y asi punkta (0; d), tatad d < 0.
Lidzartob — d > 0, jo, no pozitiva skaitla atnemot negativu skaitli, ieglst pozitivu skaitli.



Ta ka funkcijas y = cx + d (zala) vértibas palielinas straujak neka funkcijas y = ax + b (sarkana) vértibas, tad
taisnes y = cx + d virziena koeficients c ir lielaks neka taisnes y = ax + b virziena koeficients a. Lidz ar to ¢ —
a>0.
Tatad nevienadiba (¢ — a)(b — d) > 0 noteikti ir patiesa ka divu pozitivu skaitlu reizinajums.
2. atrisinajums (vidusskoléniem). Ja, noteikti. Apskatot vienadojumu ax + b = cx + d, nosakam taiSnu
krustpunkta x koordinatu:

ax+b=cx+d,

cx—ax=b—d,

(c—a)x=b—d.
Abas vienadojuma puses dalot ar ¢ —a # 0, jo taisnes ir krustiskas, ieglstam, ka x = g. Ta ka taisnu

krustpunkts atrodas pirmaja kvadranta, tad x > 0 un secinam, ka arTg > 0. leguta nevienadiba ir ekvivalenta
nevienadibai (b — d)(c — a) > 0, kas arT bija japierada.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,Vai noteikti...?”, ,,Vai vienmér...?” un atbilde ir
o ,Né”, tad japarada viens pretpiemeérs, kura uzdevuma prasibas neizpildas;
o ,Ja”, tad ar dazu atsevisku pieméru apskatiSanu, kuros prasitais izpildas, nepietiek, bet ir vajadzigs
pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem, ka jebkura gadijuma prasitais izpildisies.

Vai var gadities, ka 2. att. dotas taisnes ir funkcijuy = ax + b,y = bx + ¢,y = cx + d uny = dx + a grafiki?
Yy

2. att.

Atrisinajums. N&, nevar. No vienas puses, a, b, ¢, d ir taiSnu virziena koeficienti, tatad tiesi vienam no tiem jabat
negativam, jo viena taisne (zild) ir dilsto3a. No otras puses, a, b, c, d ir taiSnu krustpunktu ar y asi ordinatas
vértibas, tatad tiesi diviem no Siem skaitliem jabat negativiem, jo divas taisnes (zila un zala) krusto y asi punktos,
kuru ordinatas vertiba ir negativa. leglita pretruna, tatad attélotie grafiki nevar bt doto funkciju grafiki.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,Vaivar...?”, ,Vai iespéjams...?” un atbilde ir
o ,Ja”, tad risinajuma japarada piemers, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
o ,Né”, tad ar daZu atsevisku pieméru apskatiSanu, kuros neizdodas panakt vélamo, nepietiek, bet ir
vajadzigs pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem, ka tieSam nekada gadijuma prasito nebds
iespéjams iegut.

Apskatam divas linearas funkcijas y; un y,, kas definétas visam realam x vértibam.

a) Vai var gadities, ka y; + y, nav lineara funkcija?

b) Vai var gadtties, ka y; - y, ir lineara funkcija?

Atrisinajums. a) Né, nevar. Ta ka y; un y, ir linearas funkcijas, tad to formulasiry; =ax+buny, =cx +d.
Apskatam So funkciju summuy; +y, =ax+ b+ cx +d = (a+ c)x + (b + d), kas ir lineara funkcija.

b) Ja, var, pieméram, y; = xuny, = 1,tad y; - y, = x - 1 = x, kas ir lineara funkcija.

Aplikosim linearas funkcijas y = ax + b, kur 2a + b = 2020. Pieradit, ka visu $adu funkciju grafikiem ir kopigs
punkts!
Atrisinajums. Aplikojam funkcijas y = ax + b vértibu, ja argumenta vértiba x = 2:

y=2a+b=2020.
Esam ieguvusi, ka argumenta vértibai 2 jebkuras dotas funkcijas vértiba bis 2020. Tatad punkts (2; 2020) ir kopigs
visu funkciju grafikiem.



Talak dotais materidls vairak paredzéti 9.-12. klases skoleniem.

Atgadinam svarigako par kvadratfunkciju.
Definicija. Funkciju, kuru apraksta vienadojums y = ax? + bx + ¢, kura, b,c € Run a # 0, sauc par kvadratfunkciju.
Kvadratfunkcijas grafiku sauc par parabolu.

Kvadratfunkcijas y = ax? + bx + c ipasibas
o Parabolas zari vérsti uz augsu, ja a > 0, zari vérsti uz leju, jaa < 0.

o

Parabolas virsotnes koordinatas ir (— %; - 4%), kur D = b? — 4ac.
Kvadratfunkcijas grafiks krusto y asi punkta (0; ¢).
Parabolas novietojumu attieciba pret x asi nosaka diskriminants:

> jaD > 0, tad parabola krusto x asi divos punktos,

> jaD < 0, tad parabola nekrusto x asi,

» jaD = 0, tad parabola pieskaras x asij.

o O

Uzdevumu piemeéri

5. Vai var gadities, ka 3. att. doti funkciju y = ax?+bx +c, y =bx?+cx+a un y =cx?+ ax + b grafiki?

Grafiki nav doti méroga.
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3. att.

Atrisinajums. Né, nevar. Ta ka visam parabolam zari vérsti uz augsu, tad a > 0, b > 0, ¢ > 0, bet tada gadijuma
neviena no parabolam nevar krustot y asi punkta, kuram y < 0 (lilla grafiks).

6. Pienemsim, ka 4. att. dotas liknes ir kvadratfunkciju grafiki, tie nav doti méroga. Vai tie var bit funkciju
y=ax?+bx+c,y=>bx?+cx+auny=cx?+ax+ b grafiki?

=

4. att.

Atrisinajums. N&, nevar. levérojam, ka zZziméjuma redzami visi seSi iespéjamie parabolu krustpunkti, tatad citu
krustpunktu nav, tacu visu doto funkciju vértibas sakrit, ja x = 1. Ta ka dotie tris grafiki neiet caur vienu punktu,
tad tie nevar bt uzdevuma doto funkciju grafiki.



7.

Vai var gadities, ka 5. att. ir doti funkciju y = ax? + bx + ¢, y = cx? + bx + a un y = bx + c grafiki? Funkciju
grafiki nav ziméti méroga.
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5. att.

1. atrisinajums. N&, nevar. Ta ka parabolas, kas ir zaJa krasa, un taisnes krustpunkts atrodas uz y ass, tad ta
koordinatas ir (0; ¢) un atbilsto3as parabolas formula ir y = ax? + bx + c. Atradisim grafiku y = ax? + bx + ¢
un y = bx + c otra krustpunkta x koordinatu:
ax?>+bx+c=bx+c,
ax? =0,
x = 0.

Esam ieguvusi, ka abu funkciju grafiki krustojas tikai viena punkta. leglta pretruna, jo parabola un taisne krustojas
divos punktos.

2. atrisinajums. Ng, nevar. levérojam, ka funkcija y = bx + c ir dilsto3a funkcija un taisne krusto y asi punkta,
kura ordinatas vértiba ir pozitiva, tatad b < 0.

Apskatam funkcijuy = ax? + bx + c. Ta ka doto parabolu zari ir vérsti uz aug$u un krustpunktu ar y asi ordinatas

vértiba ir pozitiva, tad a > 0. Aprékinam 3is parabolas virsotnes abscisas vértibu x,, = — %. Ta ka virsotne atrodas

treSaja kvadranta, tad x,, < 0 un, nemot véra, ka a > 0, secinam, ka b > 0. Esam ieguvusi pretrunu ar to, ka

b<0 (lineara funkcija dilstoda), tatad attéld nevar bat doti funkciju y=ax?+bx+c,

y = cx? + bx + auny = bx + c grafiki.

Aplikosim funkcijas y = x% + ax + b, kur a + 2b = 2020. Pieradit, ka visu $adu funkciju grafikiem ir kopigs

punkts!

Atrisinajums. Aplikojam funkcijas y = x2 + ax + b vértibu, jax = %;
y=7+3+b=2(a+2b)+;=>2020+;=1010-.

Esam ieguvusi, ka argumenta vértibai x = % jebkuras dotas funkcijas vértiba bus 1010%. Tatad punkts

(%; 1010%) ir kopigs visu doto funkciju grafikiem.

Apskata visas funkcijas y = ax? + x + b, kur koeficientus a un b saista sakariba a + 2b = 2020. Pieradit, ka visu
sadu funkciju grafikiem ir divi kopigi punkti!
Atrisinajums. levérojam:

. _ 1\% | 1 (1 _
o Jax—\/_,tady a- (—2) +J_§+b_(5a+b) T 1010+T’
ojax———tady—a ( ) —\%+b—(a+b)—?=1010—%.
Tatad punkti ( 1010 + ) ( L 1010 — T_) ir kopigi visu doto funkciju grafikiem.

Piezimes.

_ o - - o - L 1 -
1. levérot to, ka apskatitie punkti pieder visam dotajam parabolam, var, pamanot, ka izteiksmes Sa + b vértiba

ir 1010 neatkarigi no a un b vértibam. Tad, nemot x? = %, funkcijas vértiba nebs atkariga no konkrétajam a
un b vértibam.

2. Kopigos punktus ( 1010 + \/_) (— iz; 1010 — \/—15) var ieglt ari no dotajam parabolam, panemot divas

\/_)
patvaligas (pieméram, a =0, b = 1010 un a = 2, b = 1009) un atrodot to krustpunktus (tas ir, atrisinot
kvadratvienadojumu).



Talak dotais materials vairak paredzéti 11.-12. klases skoleniem.

DaZreiz svarigi ir noskaidrot tikai to, vai funkcijas grafiks krusto x asi vai ari vienadojumam eksisté atrisindjums. Sada
gadijuma svarigs ir funkcijas nepartrauktibas jédziens un nakama teoréma.

Bolcano teoréma

Ja funkcija f ir intervala [a; b] nepartraukta funkcija un tas vértibas intervala galapunktos ir dazadzimju skaitli (tas
ir, f(a) < 0un f(b) > 0vaiarl f(a) > 0un f(b) < 0), tad intervala (a; b) eksisté tads skaitlis k, ka f (k) = 0.

Piezimes.

1. Apgalvojumam “f(a) <Oun f(b)>O0vai arm f(a)>0un f(b) <0” ekvivalents apgalvojums ir

“fla)- f(b) <0

2. Funkcija y = f(x) krusto x asi ir ekvivalents apgalvojumam, ka vienadojumam f(x) =0 ir sakne

(atrisinajums).

3. Bolcano teoréma ir spéka jebkurai intervala nepartrauktai funkcijai.
4. Lineara funkcija un kvadratfunkcija ir nepartrauktas visa sava definicijas kopa.

Uzdevumu piemeri

10.

11.

12.

Dots, ka a, b, c ir dazadi reali skaitli. Pieradtt, ka vienadojumam
x—a)(x—b+x—a) x—c)+x—-b)(x—c)=0

ir divas dazadas saknes.
Atrisinajums. Nezaudéjot visparigumu (simetrijas dé|), varam pienemt, ka a > b > c. Apskatam funkciju
fX)=(x—-a)(x—b)+ (x —a)(x —c) + (x — b)(x — ¢) un aprékinam funkcijas vértibu dazos punktos:

o f(a)=(a—-b)a—c)>0;
o fy=Mb-a)b—-c)<0;
o f(c)=(c—-—a)(c—b)>0.

Ta funkcija f ir kvadratfunkcija, tad ta ir nepartraukta, Iidz ar to ta krusto x asi intervala (b; a) un ari intervala
(c; b). Tatad dotajam vienadojumam ir divas dazadas saknes.

Dots, ka a, b, c ir kada trijstira malu garumi. Pieradit, ka vienadojumam ax? + bx — ¢ = 0 intervala (0; 1) ir tiei
viena sakne.

Atrisinajums. Ta ka a, b, c ir trijstira malu garumi,tada > 0,b > 0,c > 0.

Apskatam kvadratfunkciju £ (x) = ax? + bx — c un tas vértibu divos punktos:

o f(0)=—-c<0;
o f(1) =a+b—c > 0 (trijstira nevienadibaa + b > c).

Ta ka f(0)-f(1) <0, tad intervala (0;1) eksisté tada x vértiba, ka f(x) = 0 jeb kvadratvienadojumam
ax? + bx — ¢ = 0 intervala (0; 1) ir vismaz viena sakne.

Pamatosim, ka kvadratvienadojuma otra sakne ir negativa, tatad ta nebis intervala (0; 1). Péc Vjeta teorémas
dota kvadratvienadojuma saknu reizinajums ir —2 < 0, jo a un c ir pozitivi skaitli.

Dots, ka x; ir vienadojuma x2 + px + q = 0 sakne, bet x, ir vienadojuma —x? + px + g = 0 sakne. Pieradt, ka
vienadojumam %xz + px + q = 0 noteikti ir sakne x3, kas atrodas starp x; un x, (tas ir, x; < x3 < x, vai
Xy < X3 < xl).
Atrisinajums. Aplikojam kvadratfunkciju f(x) = §x2 + px + q un tas vértibu punkta x; un x,:

2 2

1, 2 2 2
f(x1)=§x1 +px;+q=x +px1+q—§x1 = 73N < 0;

1 2 2 4 2 4 2
f(x2)=§x2 +px2+q=—x2+px2+q+§x2=§x220.



13.

14.

Ta ka viena no Siem punktiem funkcijas vértiba ir negativa vai vienada ar 0, bet otra — nenegativa, turklat

kvadratfunkcija ir nepartraukta, tad starp Siem punktiem ir tads punkts x5, kura funkcija f(x) = %xz +px +q
pienem vértibu 0. Sis punkts x5 ir vienadojuma éxz + px + q = 0 sakne, kas atrodas starp x; un x;.

Dots,kaa # 0,a+ b +c < 0un4a + 2b + ¢ > 0. Pieradit, ka b? — 4ac > 0.
Atrisinajums. Apskatam kvadratfunkciju f(x) = ax? + bx + c. levérojam, ka péc dota:

o f()=a+b+c<0O,
o f(2)=4a+2b+c>0.

Ta ka kvadratfunkcija ir nepartraukta funkcija, tad intervala (1; 2) ta krusto x asi, tatad diskriminants ir pozitivs,
tasir, D > 0jeb b? — 4ac > 0.

Dots, ka a® + ab + ac < 0. Pieradit, ka b? > 4ac.
Atrisinajums. Aplikojam kvadratfunkciju f(x) = cx? + bx + a. levérojam, ka

a’?+ab+ac=ala+b+c)=f(0):f(1).

No dota izriet, ka f(0) - f(1) < 0, tatad kvadratfunkcija krusto x asi. Lidz ar to kvadratfunkcijai ir divas saknes un
tas diskriminants ir pozitivs, tas ir, D = b? — 4ac > 0 jeb b? > 4ac.



