INVARIANTU METODE

Teorija un piemeri 5.-8. klasei, gatavojoties Novada olimpiadei

Materiala izstradé izmantota gramata A. Andzans, A. Reihenova, L. Ramana, B. Johannessons “Invariantu
metode” — Riga, 1997. (Vairak skat. http://nms.lu.lv/biblioteka/tematiskie-materiali/)

Invariants — tas, kas paliek nemainigs (kada noris€, kados apstaklos).

Piemeéram,

e masinas braukSanas atrums visa cela posma nav nemainigs lielums, jo, uzsakot
braucienu, tas atrums ir nulle, bet kaut kada cela posma tas ir nemainigs jeb ™
invariants; Eo N33

e pulkstepa raditaja spica gala attalums lidz centram, kur tas ir piestiprinats, ir
nemainigs jeb invariants, bet spica gala attalums Iidz skaitlim 12, pulkstena
raditajiem kustoties, nav nemainigs.

Invariantu metode biezi ir lietojama tadu uzdevumu risinasana, kuros tiek aplikots kads process —
noteiktu darbibu izpilde ar dotajiem lielumiem, un ir japierada, ka no sakotn&jiem datiem noradito
rezultatu NAV iesp€jams iegiit. Tad uzdevuma risinajuma var rikoties p&c talak aprakstita plana.

Invariantu metode

Atrast piem@rotu Ipasibu, kura
1) piemit sakuma dotajiem lielumiem;
2) ir invarianta, tas ir, saglabajas, veicot pielaujamas darbibas;
3) nepiemit tam lielumam, kas biitu jaiegiist galarezultata.

Invariants atkariba no uzdevuma var biit, pieméram, elementu skaits, summa, starpiba, reizinajums,
paritate (bat para vai nepara skaitlim), dalamiba ar 3, dalamiba ar 4, periodiskums.

1. piemers

Sakuma bija 10 papira gabali. Dazus no tiem sagrieza vai nu 5, vai 7 dalas. Visus iegttos gabalus
sajauca un dazus no tiem atkal sagrieza vai nu 5, vai 7 dalas. Vai, tada veida turpinot, var iegut tiesi
999 papira gabalus?

Atrisinajums

Aplukosim, ka izmainas kopgjais gabalu skaits, atkariba no ta, cik dalas tiek sagriezts viens gabals.

l:l l:l Kopgjais gabalu skaits

palielinas par 4

Bija 1 gabals leguva 5 gabalus

l:’ l:’ Kopégjais gabalu skaits

palielinas par 6

Bija 1 gabals leguva 7 gabalus

Ievérojam, ka sakuma bija doti 10 papira gabali — para skaitlis.
Ja papira gabalu sagriez
e 5 dalas, tad kopgjais gabalu skaits palielinas par 4 (par para skaitli), tatad tas bija para
skaitlis un paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, ieglist para skaitli;
e 7 dalas, tad kopg€jais gabalu skaits palielinas par 6 (par para skaitli), tatad tas bija para
skaitlis un paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skait]us, iegtst para skaitli.
Tatad kopgjais papira gabalu skaits vienmér biis para skaitlis. Ta ka 999 ir nepara skaitlis, tad tiesi
999 papira gabalus ieglit nevarés. Uzdevums atrisinats.
INVARIANTS — kopgjais papira gabalu skaits vienmer ir para skaitlis.
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2. piemers

Uz tafeles uzrakstiti skaitli 1; 2; 3; ...; 10. Viena gajiena var izvéléties jebkurus divus no tiem un
abiem pieskaitit pa vieniniekam. Vai, atkartojot $adus gajienus, var panakt, lai visi skaitli klttu
vienadi?

Atrisinajums

Sakuma doto skaitlu summa ir nepara skaitlis: 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55.

Katra gajiena, pieskaitot pa vieniniekam diviem skaitliem, visu skaitlu summa palielinas par 2 (par
para skaitli). Pie nepara skaitla pieskaitot para skaitli, ieglist nepara skaitli. Tatad visu skaitlu
summa péc katra gajiena paliek nepara skaitlis.

Beigas prasits iegiit desmit vienadus skaitlus, bet desmit vienadu skaitju summa 10-X ir para
skaitlis.

Tatad nevar panakt, lai visi skaitli kltitu vienadi. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS - visu skaitlu summa vienmér ir nepara skaitlis.

3. piemérs

Pamesta maja dzivo 2016 spoki. Spoku kérajs viena reizé var nokert vai nu tiesi 33, vai tiesi 17
spokus, bet tad uzreiz uzrodas attiecigi vai nu 48, vai 14 jauni spoki. Vai iesp&jams, ka kada bridi
$aja maja bis tiesi viens spoks?

Atrisinajums

Aplukosim, ka izmainas kopgjais spoku skaits, atkariba no ta, cik spoki tiek nokerti.
Noker Uzrodas Kopgjais spoku skaits
33 48 palielinas par 15
17 14 pamazinas par 3

Ievérojam, ka kopgjais spoku skaits izmainas par skaitli, kas dalas ar 3.

Atceries!
Viens skaitlis dalas ar otru skaitli, ja Sos skaitlus var izdalit bez atlikuma.

Sakuma bija 2016 spoki — skaitlis, kas dalas ar 3, jo skaitla 2016 ciparu summa ir 2+0+1+6=9,
kas dalas ar 3, tatad ar1 pats skaitlis dalas ar 3.

Ja pie skaitla, kas dalas ar 3, pieskaita vai no ta atnem skaitli, kas dalas ar 3, vienmé&r iegust skaitli,
kas dalas ar 3, jo 3k+3m=3-(k+m).

Tatad kopgjais spoku skaits péc katra kériena dalas ar 3. Ta ka skaitlis 1 nedalas ar 3, tad nav
iesp&jams, ka kada bridi maja bas tiesi viens spoks. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — kopgjais spoku skaits vienmer dalas ar 3.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,,Vai var...?”, ,,Vai iespgjams...?” un atbilde ir
e JA”, tad risindjuma japarada piemérs, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e _NE”, tad ar dazu atsevisku pieméru apskatiSanu, kuros neizdodas panakt vélamo, nepietiek,
bet ir vajadzigs pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem, ka tieSam nekada
gadijuma prasito nebils iesp&jams iegiit.



INVARIANTU METODE

Teorija un pieméri 9.-12. klasei

Materiala izstradé izmantota gramata A. Andzans, A. Reihenova, L. Ramana, B. Johannessons
“Invariantu metode” — Riga, 1997. (Vairak skat. http://nms.lu.lv/biblioteka/tematiskie-materiali/)

INVARIANTA LIELUMA JEDZIENS

Par invariantiem lielumiem sauc tadus lielumus, kuri kada procesa ir nemainigi.

Ar vardiem invarianta ipasiba apzime 1pasibu, kas kada procesa saglabajas, nemainas.
Piem&ram, ma$inas braukSanas atrums visa cela posma nav nemainigs lielums, jo, uzsakot
braucienu, tas atrums ir nulle, bet kaut kada cela posma tas ir nemainigs, t.i., invariants.
Stipojoties 3lipolés, attalums no polém lidz stienim, uz kura §tpoles ir pakartas, ir invariants
lielums, bet attalums no Stpolém Iidz Stpolu balstiem nav invariants lielums.

INVARIANTU METODES BUTIBA
Ir uzdevumi, kuros ir prasits noskaidrot, vai, izpildot noteiktas darbibas, var iegiit prasito

rezultatu. Ja atbilde ir “NE”, tad pieradijuma var méginat lietot invariantu metodi. Uzdevuma
risinajuma var vadities p&c $ada plana:

Jaatrod piemérota ipasiba, kura
1) piemit sakuma dotajiem lielumiem;
2) ir invarianta, t.i., saglabajas, veicot pielaujamas darbibas;
3) nepiemit tam lielumam, kas jaiegust galarezultata.

Par invarianto Ipasibu var izmantot, piem&ram, elementu skaitu, summu, starpibu, reizinajumu,
paritati (biit para vai nepara skaitlim), dalamibu ar 3, dalamibu ar 4, periodiskumu.

PARITATE

Apskatisim uzdevumus, kuru atrisinasanas pamata ir viens apsvérums — “biuit para vai nepara
skaitlim”.

1. uzdevums

Kvadrats sastav no 4x4 riitinam. Cetras riitinas nokrasotas melnas ta, ka katra rindina un katra
kolonna ir tieSi viena melna riitina. Viena gajiena atlauts izvéléties vienu rindinu vai vienu
kolonnu un mainit taja krasojumu uz pret€jo — melnas rutinas parkrasot baltas, bet baltas —
melnas.

Vai var gadities, ka kvadrata paliek tiesi 3 melnas riitinas?
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Atrisinajums

Uzdevuma risinajuma gan rindinas, gan kolonnas sauksim par linijam.

Pienemsim, ka kada gajiena tiek izmainits ritinu krasojums Iinija t. Tabula apskatisim, ka gajiena
rezultata mainas melno ritinu skaits Itnija t un ar1 visa kvadrata.

Apskatisim visus gadijumus, ka var izvietot melnas riitinas uz linijas t:

melno  rOtinu skaits | melnoe rOtinu skaits | melns rGtinu skaita
lini1a t pirms g&jiena It t pEc gijiena izmaina (starpiba)

4 0 -4

3 1 -2

2 2 0

1 3 +2

0 4 +4

Secinam, ka jebkura gajiena rezultata melno ratinu skaits kvadrata mainas par para skaitli. Ta ka
uzdevuma sakuma ir 4 melnas ritinas (para skaitlis), tad melno riitinu skaits nevar kliit vienads ar
3 (nepara skaitlis). Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — melno riitinu skaits ir para skaitlis.

2. uzdevums

Uz tafeles rinda uzrakstiti skaitli 1, 2, 3, ..., 2014. Viena gajiena atlauts nodzest jebkurus divus
blakus esoSus skaitlus un to vieta uzrakstit So skaitlu starpibu.

Vai iesp&jams, ka, veicot atlautos gajienus, uz tafeles paliek tikai viens vienigs skaitlis 0?
Atrisinajums

Izmantojot aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu, aprékinam uz tafeles uzrakstito
skaitlu summu:

243 42014 (1+2014)-2014 _2015-2014

=2015-1007.

ST summa ir nepara skaitlis.

Ja tiek nodzgsti divi blakus eso$i skaitli a un b, a>b, un to vieta uzrakstita So skaitlu starpiba

a—b, tad uz tafeles uzrakstito skaitlu summa samazinas par
(a+b)—(a—-b)=a+b—-a+b=2b,t. i, par para skaitli.

Ja visu sakuma doto skaitlu summa ir NEPARA skaitlis, bet, nodzesot divus blakus esoSus

skaitlus, uz tafeles uzrakstito skaitlu summa samazinas par para skaitli, tad, katrreiz atnemot no

nepara skaitla para skaitli, iegiisim NEPARA skaitli. Lidz ar to skaitli 0 nevar iegit, jo nulle ir

para skaitlis. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — skaitlu summa ir nepara skaitlis.

3. uzdevums

Uz displeja ekrana uzrakstita burtu virkne XXOXOO. Burtu grupu XO var aizstat ar OOXXO0O,
bet burtu grupu OOX var aizstat ar burtu X. Vai, izpildot $adas operacijas, var iegit burtu virkni
OXOXOXOXOXOX0OX0?

Atrisinajums

Aplikosim burtu X un burtu O skaita starpibu.

Sakuma virkng §1 burtu skaita starpiba ir nulle, bet beigu virkné ta ir (-1).

Izdarot pirma veida aizvietoSanu, §1 starpiba samazinas par 2, bet, izdarot otra veida aizvietoSanu,
ta palielinas par 2 (skat. tabulu).



X skaits | O skaits XunO X skaits | O skaits XunO Starpibas
skaita skaita izmainas
starpiba starpiba
XO0—-00XXO00 1 1 0 2 4 -2 -2
00X—X 1 2 -1 1 0 1 +2

Redzam, ka ar katru pielaujamo operaciju starpiba starp burtu O skaitu un burtu X skaitu mainas
par para skaitli. Ta ka sakotng&ja burtu virkné §1 starpiba ir nulle (para skaitlis), tad ta nevar beigu
virkn€ klat vienada ar nepara skaitli (—1). Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — X un O skaita starpiba virkng&s, Ko var iegiit uz ekrana, ir para skaitlis.

DALAMIBA UN SPECIFISKAS ATLIKUMU VERTIBAS

Dazreiz par invarianto ipasibu var izvéleties, pieméram, 1pasibu “dalities ar 3”, “dalot ar 3, dot
atlikumu 17, “dalot ar 3, dot atlikumu 2”, “dalities ar 4” utt.

Dalamibas pazimes:
e skaitlis dalas ar 2 (vai 5), ja tas beidzas ar para ciparu (ar 0 vai 5);
e skaitlis dalas ar 3 (vai 9), ja ta ciparu summa dalas ar 3 (vai 9);
o skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, un ciparu summas,
kas atrodas nepara pozicijas, starpiba dalas ar 11.
Atlikums, ko iegtist, dalot naturalu skaitli ar 3 (vai 9), ir vienads ar atlikumu, ko iegtist, dalot ar 3
(vai 9) $T skaitla ciparu summu.

4. uzdevums
Ar naturalu skaitli drikst izdarit $adas operacijas:
a) reizinat ar 2;
b) dalit ar 2, ja skaitlis ir para skaitlis;
C) pierakstit gala to pasu skaitli (piem&ram, ar So operaciju no skaitla 2015 var iegut skaitli
20152015).
Vai ar §Tm operacijam, izdarot tas vairakas reizes, no skaitla 24 var iegit skaitli 2015?
Atrisinajums
Izpétisim vispirms abus skaitlus: doto un to, kuru jaiegust. Skaitlim 24 izpildas 1pasiba “dalas ar
37, bet skaitlim 2015 &1 ipasiba nepiemit.
Pieradisim: ja kads skaitlis dalas ar 3, tad skaitlis, kas no ta tiek iegiits ar Saja uzdevuma
pielaujamajam operacijam, ar1 dalisies ar 3. TieSam:
a) ja n dalas ar 3, tad ar7 2n dalas ar 3,
b) ja para skaitlis 2n dalas ar 3, tad n dalas ar 3,
¢) apgalvojums par treSo operaciju izriet no dalamibas pazimes ar 3. Ja skaitla 0 ciparu
summa dalas ar 3, tad arT jauniegiita skaitla nn ciparu summa dalas ar 3, jo ta ir divreiz
lielaka neka sakotngja skaitla N ciparu summa. Tatad arT pats jauniegiitais skaitlis nn
dalas ar 3.
Ta ka uzdevuma dotais skaitlis 24 dalas ar 3, tad arT skaitli, kurus var iegtit no 24, dalas ar 3. Bet
skaitlis 2015 ar 3 nedalas, tatad ar uzdevuma dotajam operacijam skaitli 2015 nevarés iegut.

Uzdevums atrisinats.
INVARIANTS - visi iegiitie skaitli dalas ar 3.




5. uzdevums

Uz tafeles ir uzrakstiti cipari 2, 3, 4, 5. Atlauts izv€l&ties dazus no tiem un sastadit no tiem skaitli

A. P&c tam skaitli A reizina ar 13, un ciparus, kurus iegist reizinaSanas rezultata, uzraksta uz

tafeles izveleto ciparu vieta. (Piem&ram, izvé€loties ciparus 2, 3, 4, varam no tiem sastadit skaitli

A =324 un iegit skaitli 13- A=13-324=4212, pie tam cipars 2 tiek iegiits divas reizes. Tagad

uz tafeles ir uzrakstiti cipari 1, 2, 2, 4, 5).

Vai ar aprakstito operaciju palidzibu var panakt, ka uz tafeles biis uzrakstiti cipari:
2,2,3,3,4,4,5,56,6,7,7?

Atrisinajums

Izmantosim, ka naturals skaitlis, dalot to ar 3, dod tadu pasu atlikumu, kadu dod &1 skaitla ciparu

summa, dalot to ar 3.

Ja vienas operacijas izpildes sakuma izveleto ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu r, tad tadu

pasu atlikumu r dod arT no Siem cipariem izveidotais skaitlis A. Ta ka 13A= A+12A, un 12A

dalas ar 3, tad tadu pasu atlikumu r, dalot ar 3, dod ari jauniegutais skaitlis 13A; tatad tadu pasu

atlikumu r, dalot ar 3, dod ari to ciparu summa, kurus operacijas izpildes beigas uzraksta uz

tafeles sakuma izveleto ciparu vieta. Tatad operacijas izpildes gaita nemainas uz tafeles uzrakstito

ciparu summas atlikums, dalot to ar 3.

Ieverosim, ka sakuma uzrakstito ciparu summa ir 14, un ta dod atlikumu 2, dalot ar 3. Tatad

visam ciparu virkném, kas paradas uz tafeles, ir atlikums 2, dalot to summu ar 3.

Bet galarezultata prasitas virknes ciparu summa ir 2-(2+3+4+5+6+7)=2-27=54; ta dod

atlikumu 0, dalot ar 3.
Tatad prasito ciparu virkni nevar iegiit. Uzdevums atrisinats.
INVARIANTS — uz tafeles eso$o ciparu summa, dalot to ar 3, dod atlikumu 2.

PERIODISKUMS

6. uzdevums

Bezgaligu skaitlu virkni 1; 2; 3; 5; 8; 3; 1; 4; 5;9; 4; 3; 7, 0; 7; 7; ... veido péc $ada likuma:
pirmie divi skaitli ir 1 un 2, bet katrs nakamais skaitlis, sakot ar treSo, ir divu ieprieksgjo skaitlu
summas pedgjais cipars. Vai Saja skaitlu virkn€ kaut kur blakus atrodas skaitli 2 un 4?
Atrisinajums

Para skaitlus apzimé&sim ar p, bet nepara skaitlus — ar n.

levérojam, ka n+n=n, n+p=n, p+n=n, p+p=p.

Ta ka virknes loceklus nosaka divu ieprieksgjo skaitlu summas pedgjais cipars, tad ta veidojas
sadi: n; p; n; n; p; N; n; p; N; N, p;N; ...

Saja virkné periodiski atkartojas grupa (n; p; n). Virkné nekur blakus neatrodas divi para skaitli,
tatad Saja virkn€ nekur blakus neatradisies skaitli 2 un 4. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — virkné periodiski atkartojas grupa (n; p; n).



SAREZGTTAKI INVARIANTI

7. uzdevums
Rinda uzrakstiti 2015 vieninieki. Atlauts nodzgest jebkurus divus uzrakstitus skaitlus a un b un to

b . . . o )
. Ta turpina, kamer paliek uzrakstits viens skaitlis. Vai

vieta uzrakstit vienu jaunu skaitli

var gadities, ka tas ir mazaks neka 0,00017?
Atrisinajums

. . . . e . ... a+
Pienemsim, ka tiek nodz&sti skaitli a un b un to vieta uzrakstits skaitlis

Pieradisim, ka 1 +% > -JI-b @, t. 1., katra gajiena rezultata visu uzrakstito skaitlu apgriezto
a
4

lielumu summa nepalielinas.
Veicot ekvivalentus parveidojumus, pakapeniski iegtistam:
4
a+b, = (a+b)?>4ab = a’+2ab+b2>4ab =
ab a+b

= a’-2ab+b*>0 = (a-b)*>0.
P&dgja nevienadiba ir patiesa, jo izteiksmes kvadrats vienmér ir nenegativs. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad arT nevienadiba (1) ir patiesa.

. . : . . 1 ,
Sakuma visu uzrakstito skaitlu apgriezto lielumu summa ir 2015-i = 2015; tatad arT beigas ta
nav lielaka ka 2015. Ja beigas palikuSo vienigo skaitli apzim&am ar X, tad §1 summa ir —; tapec
X

1§2015 un x2—1 >—l
X 2015 10000

mazaks neka 0,0001. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS - visu ierakstito skaitlu apgriezto lieclumu summa vienmér lielaka vai vienada
ar 2015.

=0,0001 Tatad beigas uz tafeles uzrakstitais skaitlis nevar but

PAR KADU BIEZI SASTOPAMU KLUDU

Gadijumos, kad zinams, ka kada 1pasiba piemit sakotngjam lielumam, saglabajas izpildamo
gajienu rezultata un piemit ar1 beigas vajadzigajam rezultatam, tad $1 informacija vien vél nelauj
secinat, vai vajadzigais beigu rezultats ieglstams no sakotn&ja lieluma, izpildot pielautos
gajienus. Tados gadijjumos uzdevuma risinasanai jamekle citi celi — varbiit citi invarianti, varbtt
veids, ka iegtt vajadzigo galarezultatu, u.t.t.
Ja izdodas atrast 1paSibu, kas

1) piemit sakuma dotajiem lielumiem,

2) ir invarianta, t.i., saglabajas, veicot pielaujamas operacijas,

3) piemit tiem lielumiem, kuri jaieglist galarezultata,
tad no ta vien vél nevar secinat, ka galarezultata vajadzigos lielumus tie$am vares iegit.



8. uzdevums
Uz tafeles uzrakstits skaitlis 2016. Ar vienu gajienu tam var vai nu pieskaitit 12, vai atnemt 18.
Vai, daudzkart izdarot sadus gajienus, var iegiit skaitli 1000?

Kurs$ no risinajumiem ir pareizs?

Janisa risinajums. Sakuma dotais skaitlis ir para skaitlis. Gan 12, gan 18 ar1 ir para skaitli. Para
skaitlim pieskaitot vai no ta atnemot para skaitli, ieglist para skaitli. Tatad uz tafeles visu laiku
paradisies tikai para skaitli. ArT beigas ieglistamais skaitlis 1000 ir para skaitlis. Tatad to var
ieglt ar noraditajam darbibam.

Péterisa risinajums. Sakuma dotais skaitlis dalas ar 3. Gan 12, gan 18 arT dalas ar 3. Ja skaitlim,
kas dalas ar 3, pieskaita vai no ta atnem skaitli, kas dalas ar 3, tad atkal iegust skaitli, kas dalas
ar 3. Tatad uz tafeles visu laiku paradisies tikai tadi skaitli, kas dalas ar tris. Bet beigas
iegiistamais skaitlis 1000 ar 3 nedalas. Tatad to nevar iegit ar noraditajam darbibam.

Péterisa spriedums ir pareizs, bet JaniSa spriedums ir kladains.

Janitis sava risinajuma koncentrgjas uz ipasibu “biit para skaitlim”. Vins atzimgjis, ka ST 1pasiba
piemit gan visiem skaitliem, kurus var iegiit, gan ar1 skaitlim 1000, par kura iegiiSanas iesp&jam
jautats uzdevuma. Tatad Janitis konstatgjis, ka ar skaitla paritati saistiti apsverumi netraucé
skaitla 1000 iegiiSanai. Bet no ta vél neizriet, ka 1000 iegiiSanai netrauc€ nekadi citi apsvérumi!
Gluzi otradi, ka to sava risinajuma atradis P&teritis, dalamiba ar 3 ir apsv@rums, kas parada, ka
1000 ar atlautajiem gajieniem nevar iegut.

Situacija ir apmeéram tada pati, kada rastos, ja Janitim un P&teritim biitu uzdots noskaidrot, vai
celinu cauri dZungliem no Mumbo ciema uz Tumbo ciemu neapdraud nekadas briesmas. Janitis,
kimiski analizjot gaisa sastavu, neklidigi noskaidro, ka celina tuvuma nav neviena lauvas, un no
ta secina, ka var dro$i doties cela. Turpreti P&teritis koncentr&jas uz jaguaru mekléSanu un
konstatg, ka 10 metrus no celina gul vesela jaguaru saime. Kura z€na secinajums ir pareizs, varat
saprast pasi.



