9.-12. klasei

Rekurentas virknes
Teorija un piemeri, gatavojoties Atklatajai matematikas olimpidadei 2018. gada

Olimpiades uzdevumu komplekta katrai klasu grupai tiek iek|auts algebras, geometrijas, kombinatorikas un
skaitu teorijas uzdevums. Sogad Atklataja matematikas olimpiadé viens uzdevums 9.-12. klasei bis par tému
“Rekurentas virknes”.

Viens no virknu uzdoSanas veidiem ir definét to rekurenti, tas ir, noradot virknes pirmo locekli vai dazus
pirmos loceklus (sakuma nosacijumus) un formulu, ar kuras palidzibu jebkuru virknes locekli var iegit no
iepriek$eja vai daziem ieprieksejiem virknes locekliem. VienkarSakie Sadu rekurentu virknu piemeéri ir
aritmétiska progresija (a,4+1 = a, + d) un geometriska progresija (b,+1 = by, - q).

Cits tipisks un labi pazistams rekurentas virknes piemérs ir Fibonaci skait]u virkne F,,, kuru definé ar sakaribam

Fi =F,=1un F, , = F, + F,,4, tas ir, virknes pirmie divi locekli ir vienadi ar 1, bet katrs nakamais ir

ieglstams ka divu ieprieks$€jo loceklu summa. Aprékinot arT nakamos virknes loceklus, ieglstam virkni
1,1;2;3;5;8;13; 21; ..

No otras puses, lai aprékinatu $ada veida definétas virknes, teiksim, 2018. locekli, bGtu vispirms jaaprékina
visi ieprieksejie virknes locekli. Tadél reizém ir izdevigi rekurenti definétai virknei atrast vispariga locekla
formulu, kas bitu atkariga tikai no locekla kartas numura. Reizém tas ir vienkarsi (pieméram, ja virkne ir
rekurenti definéta ar a; = 2 un a,, = 2a,_1, tad virknes vispariga locekla formula ir a,, = 2"), reizém — ka
Fibonaci virknes gadijuma — tas ir gratak, tacu iesp&jami.

Ir uzdevumi, kurus iesp&jams atrisinat, ja izdodas paradit, ka uzdevuma atbilde ir rekurentas virknes loceklis,
turklat Sai virknei var atrast gan rekurences sakaribu, gan sakuma nosacijumus. BieZi vien tie ir uzdevumi,
kuros tiek prasits noteikt kadu objektu skaitu, kas atkarigi no parametra n, turklat
e ir iespéjams paradit, ka Sos objektus var ieglit no tada pasSa veida objektiem, tacu ar mazaku
parametra n vértibu;
e ja parametra n vértiba ir maza (pieméram, n = 0, n = 1 vai n = 2), tad ir viegli saskaitit vajadziga
veida objektus.

Dazkart uzdevumos ir izdevigi apskatamo problému sadalit vairakas “apakSproblémas”, tas ir, mekléjamos
objektus sadaltt vairakos tipos t3, lai viena tipa objektu skaitu btu viegli aprakstit ar rekurences sakaritbam.
(Skat., pieméram, 5. uzd.)

Uzdevumu piemeéri

1. Cik dazados veidos ka divnieku un trijnieku summu var izteikt skaitli a) 14; b) 22? Veidi, kas atskiras ar

saskaitamo secibu, ir uzskatami par dazadiem. Pieméram, skaitli 8 var izteikt ¢etros daZados veidos:
8=2+24+2+2=24+3+3=3+2+3=3+3+2.
Atrisinajums. Protams, varétu méginat uzrakstit visas iespéjama skaitla 14 izteiksmes ar divnieku un
trijnieku summu, un péc tam saskaitit, cik tadu izteiksmju ir. Tomér tam vajadzétu daudz laika, un batu
loti jauzmanas, lai kada no iespéjam nepaliktu nepamanita. Tapéc rikosimies citadi: méginasim
pakapeniski noskaidrot, cik dazados veidos ka divnieku un trijnieku summa izsakami skaitli 2, 3, 4,..., un
centisimies ieraudzit ieglito rezultatu veidosanas principu.

Skaitlis Skaitla izteikSana ar divniekiem un trijniekiem | Dazado veidu skaits

2 2=2 1

3 3=3 1

4 4=2+4+2 1

5 5=2+4+3 2
5=3+2

6 6=3+4+3 1+1=2
6=4+2=2+2+2
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7 7=4+3=2+2+3 1+2=3
7=5+2=2+3+2=
=3+2+2
8 8=5+3=2+3+3= 2+2=4
=3+2+3

8=64+2=3+3+2=
=4+2+2=2+4+2+2+2

Ar a,, apziméja, cik dazados veidos skaitli n var izteikt ka divnieku un trijnieku summu. legtstam tabulu:

n (234, 5|/6|7|89] 10
ap, |11 12 2|3 4|57

Pamatosim, ka $Ts tabulas apakséja rinda katrs skaitlis, sakot ar ceturto, ir to divu skaitlu summa, kas
atrodas divas un tris pozicijas pirms ta, tas ir, to var uzrakstit ar rekurences formulu a,, = a,_3 + a,_,,
kurn = 5.
Skaitli n var uzrakstit ka divnieku un trijnieku summu a,, dazados veidos. lespéjami divi dazadi gadijumi.
e Ja pédégjais saskaitamais ir 3, tad katrai summai paréjo saskaitamo summa (bez pédgja trijnieka)
ir (n — 3), un $8adu summu skaits ir a,,_5.
e Ja pédégjais saskaitamais ir 2, tad katrai summai paréjo saskaitamo summa (bez pédéja divnieka)
ir (n — 2), un $8adu summu skaits ir a,,_,.
Ta ka katra summa atSkiras no katras citas summas ar pédéjo saskaitamo, tad formula a,, = a,_3 + a,_»
ir patiesa. Tagad, izmantojot iegito rekurences formulu, aizpildam tabulu:

n|2/3(4/5/6|7|8|9|10/11|12|13|14|15|16|17|18|19| 20 | 21 | 22
a, (1|/1}1(2|2 3|45 7|9|12|16|/21|28|37|49|65|86 | 114 | 151 | 200

Tatad a) skaitli 14 ka divnieku un trijnieku summu var izteikt 21 veida; b) skaitli 22 ka divnieku un trijnieku
summu var izteikt 200 veidos.

2. Cik daZzados veidos taisnstiri 2 X 12 var sagriezt taisnstdros 1 X 2? (Griezumi, kas ieglstami viens no otra
ar simetriju vai pagriezienu, tiek uzskatiti par dazadiem.)
Atrisinajums. Méginasim pakapeniski noskaidrot, cik dazados veidos var sagriezt taisnstari 2 X 2, 2 X 3,
2 X 4 un 2 X 5. Saksim taisnstlira grieSanu no kreisas malas.
Taisnstdri 2 X 2 var sagriezt 2 dazados veidos — griezot vertikali vai horizontali (skat. 1. att.).

1. att.

Taisnstlri 2 X 3 var sagriezt 3 = 2 + 1 dazados veidos — pirmo griezienu var izdartt vertikali, tad ieglistam
2 dazadus veidus, vai horizontali, tad ieglistam 1 veidu (skat. 2. att.).

2. att.

Taisnstdri 2 X 4 var sagriezt 5 = 3 4+ 2 dazados veidos — pirmo griezienu var izdarit vertikali, tad ieglstam
3 dazadus veidus, vai horizontali, tad ieglstam 2 dazadus veidus (skat. 3. att.).

3. att.



9.-12. klasei

Taisnstlri 2 X 5 var sagriezt 8 = 5 + 3 daZzados veidos — pirmo griezienu var izdarit vertikali, tad ieglistam
5 dazadus veidus, vai horizontali, tad iegistam 3 dazadus veidus (skat. 4. att.).

4. att.

levérojam,
e ja pirmo griezienu izdara vertikali, tad vél jasagriez taisnstiris, kura garums ir par 1 mazaks neka
dotajam taisnstdrim;
e japirmo griezienu izdara horizontali, tad noteikti ari janogriez otrs horizontalais taisnstiris 1 X 2,
[idz ar to vél jasagriez taisnstaris, kura garums ir par 2 mazaks neka dotajam taisnstarim.
Ar a,, apziméjam dazado veidu skaitu, ka var sagriezt taisnsturi 2 X n. Apskatam, kada veida no taisnstura
2 X n var nogriezt pirmo taisnstiri 1 X 2:
e ja pirmo griezienu izdara vertikali (skat. 5. att.), tad pirma kolonna ir nosegta un atliek sagriezt
taisnstdri 2 X (n — 1), ko var izdarit a,_; veidos;

2 ap—1
1 n—1
5. att.

e ja pirmo griezienu izdara horizontali, tad arT otrs grieziens ir javeic horizontali (skat. 6. att.) un atliek
sagriezt taisnstiri 2 X (n — 2), ko var izdarit a,,_, veidos.

2 ap—2

2 n—2
6. att.

Lidz ar to ieglstam, ka a,, = a,_1 + a,_,. lzmantojot So sakaribu un atrastas sakuma vértibas a; = 1 un
a, = 2, aprékinam a,.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
an 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233

Tatad taisnstdri 2 X 12 var sagriezt 233 dazados veidos.

3. No majam Iidz ieejai dzivoklt ir 12 pakapieni. Ar vienu soli var parkapt 1; 2 vai 3 pakapienus. Cik dienas var
kapt atskirigos veidos? (Veidus uzskata par atskirigiem, ja atskiras izdarito solu seciba, pieméram, kapt 2;
3; 1 pakapienus un kapt 1; 2; 3 pakapienus ir divi atskirigi veidi.)
Atrisinajums. Ar a, apzimé&jam, cik dazados veidos var nok|lt uz n-ta pakapiena. lesp&jami tris atskirigi
gadijumi:
e Uz n-ta pakapiena ar vienu soli var nokJat no (n — 1)-a pakapiena, uz kura var nok|at a,_, veidos;
e uz n-ta pakapiena ar vienu soli var nok|it no (n — 2)-a pakapiena, uz kura var nok|it a,,_, veidos;
e Uz n-ta pakapiena ar vienu soli var nok|it no (n — 3)-a pakapiena, uz kura var nok|at a,,_5 veidos.
Citu variantu, ka ar vienu soli noklGt uz n-ta pakapiena, nav. Tatad uz n-ta pakapiena pavisam var noklat
Ap = Ap_q + an_p + a,_3 atdkirigos veidos. Izmantojot 3o sakaribu un sakuma vértibas a; = 1 un
a, = 2, aprékinam a,,.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
an 1 2 4 7 13 24 44 81 149 | 274 | 504 | 927

Lidz ar to atskirigos veidos var kapt 927 dienas.
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4. Rinda salikti 10 krésli, uz katra no tiem séz pa skolénam. Skoléniem vienu reizi atlauts piecelties un
apsésties cita seciba, pie tam katrs drikst apsésties vai nu uz ta pasa krésla, vai uz cita krésla tiesi blakus
Sim kréslam. Cik dazadi skolénu izvietojumi iesp&jami péc parsésanas?

Atrisinajums. Ar a,, apziméjam dazZados iesp&jamos n skolénu izvietojumus péc parsésanas. levérojam,
ka a; = 1 (skoléns piecelas un péc tam atkal apséZas sava vieta) un a, = 2 (abi skoléni piecejas un péc
tam katrs apsézas sava vieta vai ari abi skoléni apmainas vietam).
Apskatam n skolénus un mekléjam formulu, kas izsaka a,, . Visas parsésanas iedalas divas grupas.
e Pirmais skoléns paliek uz vietas. Tad parsézas tikai atlikusie (n — 1) skoléni un sadu dazado
izvietojumu skaits ir a,;_;.
e Pirmais skoléns pariet uz otro kréslu. Tad uz pirmo kréslu pariet skoléns no otra krésla. Paréjie
(n — 2) skoléni parsézas “sava starpa” un $adu dazado izvietojumu skaits ir a,,_».
Tatad a, = a,,_1 + a,_5. lzmantojot sakuma nosacijumus un iegiito formulu, iegistam

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a, 1 2 3 5 8 13 | 21 | 34 | 55 | 89

Lidz ar to iespéjami 89 dazadi skolénu izvietojumi.

5. Apskatam skaitlus, kas satur tikai ciparus 1; 2; 3 un kuros cipari 1 un 3 neatrodas blakus. Cik ir desmitciparu
skaitlu, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem?
Atrisinajums. Apskatisim tris rekurentas skaitJu virknes. Apziméjam
® v, —mekléto n-ciparu skait|u skaits, kuru pédegjais cipars ir 1;
e d,, —mekléto n-ciparu skait|u skaits, kuru pédéjais cipars ir 2;
e t, —mekléto n-ciparu skaitlu skaits, kuru pédgjais cipars ir 3.
levérojam, ka
o v; =d; =t; = 1 (athilstosie viencipara skaitli ir 1; 2; 3);
® v, =v,_1+d,_1, jo n-ciparu skaitlus, kam pédéjais cipars ir 1, var ieglit no (n — 1)-ciparu
skaitliem, kam pédégjais cipars ir 1 vai 2, tiem beigas pierakstot 1;
o d,=v,_q1+d,_1+t,_1, jon-ciparu skaitlus, kam pédéjais cipars ir 2, var iegiit no (n — 1)-ciparu
skaitliem, kam pédejais cipars ir 1; 2 vai 3, tiem beigas pierakstot 2;
o t, =d,_q+ t,_1,jon-ciparuskaitjus, kam pédéjais cipars ir 3, var iegiit no (n — 1)-ciparu skaitliem,
kam pédéjais cipars ir 2 vai 3, tiem beigas pierakstot 3;
Tatad mekléto n-ciparu skaitlu skaits ir

vn + dn + tn = 2(171'7,—1 + dn—l + tn—l) + dn—l- (1)
Taka dTl = VUn-1 + dTl—l + tn—ll tad
dp1 =Vnot+dpz+th s (2)

Ja mekléto n-ciparu skaitJu skaitu apzimé ar a,,, tad no (1) un (2) ieglstam a,, = 2a,,_1 + a,_».

Ta ka a; = 3 (derigie viencipara skaitli ir 1; 2; 3) un a, = 7 (derigie divciparu skaitli ir 11; 12; 21; 22; 23;
32; 33), tad, izmantojot iegiito formulu, ieglistam, ka pavisam ir 8119 desmitciparu skaitli, kas apmierina
uzdevuma nosacijumus.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
an 3 7 17 41 99 239 | 577 | 1393 | 3363 | 8119
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