Simetrija spélés

Teorija un pieméri, gatavojoties Atklatajai matematikas olimpiddei 2018./2019. mdécibu gada

Olimpiades uzdevumu komplekta katrai klasu grupai tiek ieklauts algebras, geometrijas, kombinatorikas un
skaitu teorijas uzdevums. Sogad Atklataja matematikas olimpiadé viens uzdevums 5.-12. klasei bis par tému
“Simetrija spéelées”.

Skat. arT A. AndZans, A. Reihenova, L. Ramana, B. Johannessons “Invariantu metode” — Riga, 1997; nodalu
“Invarianti spelés”. Pieejams: http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/05/mat_intvarianti.pdf

Katrs spélétajs sak spéli ar mérki uzvarét. Lai uzvarétu, ir labi balstities uz spéles stratégiju, tas ir, uz
panémienu kopumu, kas balstas uz logiskiem spriedumiem un nosaka katra spélétaja ricibu spéles laika.
Raksturigaka pielauta klida Sados uzdevumos ir viena vai dazu atsevisku gadijumu apskatiSana, nenemot véra
visus iespéjamos spélétaju gajienus. lzstradajot uzvaroSo stratégiju, taja ir jaieklauj visas iesp&jamas
situacijas.

Katru no talak dotajam spélém spélés divi spélétaji. Gajienus tie izdaris pamiSus. Spélétajs nedrikst izlaist
gajienu. Katra Saja spélé ir janoskaidro, kurs no abiem spélétajiem — pirmais spélétajs (tas, kurs izdara pirmo
gajienu) vai otrais spélétajs (tas, kurs izdara otro gajienu) — vienmér var uzvarét, neatkarigi no ta, kadus
gajienus veic pretinieks.

legaumeé!

Ja uzdevuma ir jautajums “Kurs vienmeér var uzvarét?”, tad atrisinajuma ir jaapskata, ka rikoties pilnigi visas
iespéjamajas situacijas, lai panaktu prasito rezultatu. Nepietiek apskatit tikai vienu vai dazus “labvéligakos”
gadijumus.

Jau no sakumskolas zinams, ja figlru var parloctt (isteniba vai iztél€) t3, lai tas abas puses sakrit (skat. 1. att.),
tad tadu figiiru sauc par simetrisku figiiru. Locijuma liniju (taisni) sauc par simetrijas asi. So simetriju var saistit

ari ar spogulattélu. (Skat., pieméram, macibu gramatu J. Mencis (sen.), J. Mencis (jun.) Matematika 4. klasei.)
=
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1. att.

Uzdevumu piemeri
1. Viena horizontala rinda savilktas a) 9 svitrinas (skat. 2. att.); b) 10 svitrinas (skat. 3. att.). Divi spélétaji
pamisus izdara gajienus. Viena gajiena var par krustinu parveérst
* vai nuvienu svitrinu,
* vai aridivas blakus eso$as svitrinas.
Zaude tas spélétajs, kurs nevar izdarit gajienu, tas ir, nevar atbilstosi noteikumiem, svitrinu parvérst par
krustinu. Kur$ spélétajs — pirmais vai otrais — vienmer var uzvarét?

Atrisinajums. Saja spélé gan a), gan b) gadijuma vienmér var uzvarét pirmais spélétajs.
Aprakstisim, ka jarikojas pirmajam spélétajam, lai noteikti uzvarétu.
a) Pirmajam spélétajam sava pirmaja gajiena par krustinu japarvérs videja svitrina (skat. 4. att.).


http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/05/mat_intvarianti.pdf

Nakamos gajienus pirmais spélétajs izdara simetriski pretinieka tikko izdaritajam gajienam attieciba pret
vidéjo krustinu. Pieméram, ja pretinieks sava gajiena par krustinu parvers vienu svitrinu, pirmais spélétajs
to pasu izdara ar simetrisko svitrinu otra pusé no vidéja krustina (skat. 5. att.).
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5. att.

Ja otrais spélétajs varés izdarit gajienu, tad ari pirmais spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks
otrajam spélétajam un vins zaudés.
b) Pirmajam spélétajam sava pirmaja gajiena par krustinu japarvérs divas vidéjas svitrinas (skat. 6. att.).

6. att.

Nakamos gajienus pirmais spélétajs izdara simetriski pretinieka tikko izdarttajam gajienam attieciba pret
diviem vidéjiem krustiniem. Ja otrais spélétajs varés izdarit gajienu, tad arl pirmais spélétajs to varés
izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks otrajam spélétajam un vins zaudés.

. Uz galda ir divas konfekSu kaudzes. Divi spélétaji pamisSus nem konfektes. Viena gajiena viens spélétajs
drikst panemt jebkuru konfeksu skaitu no vienas kaudzes un apést. Zaudeé tas spélétajs, kuram vairs nav
ko panemt. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét, ja sakuma a) abas konfeksu kaudzés
ir pa 10 konfektém; b) viena kaudzeé ir 12 konfektes, bet otra — 10 konfektes?

Atrisinajums. a) Pamatosim, ka vienmér var uzvarét otrais spélétajs.

Katra sava gajiena otrajam spélétajam japanem tikpat daudz konfeksu, cik tikko sava gajiena ir panémis
pirmais spélétajs, tikai otrajam spélétajam konfektes janem no citas kaudzes, tas ir, ne no tas kaudzes, no
kuras konfektes tikko panéma pirmais spélétajs. Ja pirmais spélétajs varés izdarit gajienu, tad art otrais
spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks pirmajam spélétajam un vins zaudeés.

b) Pamatosim, ka vienmér var uzvarét pirmais spélétajs. Pirmajam spélétajam japanak, lai péc katra vina
gajiena abas kaudzeés paliktu vienads skaits konfeksu.

Pirmaja gajiena pirmajam spélétajam japanem 2 konfektes no tas kaudzes, kura ir 12 konfektes. Péc Si
gajiena katra kaudzé paliek 10 konfektes. Katra sava nakamaja gajiena pirmajam spélétajam japanem
tikpat daudz konfeksu, cik tikko sava gajiena ir panémis otrais spélétajs, tikai pirmajam spélétajam
konfektes janem no citas kaudzes. Ja otrais spélétajs varés izdarit gajienu, tad ari pirmais spélétajs to varés
izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks otrajam spélétajam un vins zaudés.

. Uz rinka linijas atlikti 20 punkti (skat. 7. att.). Divi spélétaji pamisus veic gajienus. Viena gajiena spélétajs
drikst savienot jebkurus divus punktus ar nogriezni, kas nekrusto jau novilktos nogrieznus. Zaudé tas
spélétajs, kas nevar izdarit gajienu. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?
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Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmeér var uzvarét pirmais spélétajs.

Pirmaja gajiena pirmajam spélétajam janovelk nogrieznis ta, lai katra pusé no ST nogriezna paliktu 9 punkti
(skat. 8. att.). Katra sava nakamaja gajiena pirmajam spélétajam janovelk nogrieznis simetriski otra
spélétaja tikko novilktajam nogrieznim attieciba pret 8. att. novilkto nogriezni (skat., pieméram, 9. att.,
kur paradits viens iesp&jamais pirmo tris gajienu piemeérs). Ja otrais spélétajs varés izdarit gajienu, tad ari
pirmais spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks otrajam spélétajam un vins zaudés.



Talak dotie pieméri vairak paredzéti 7.-12. klases skoléniem, bet tos var izmantot ari jaunaku klasu skoléni.

Atceries!

Punktus A un A; sauc par simetriskiem attieciba pret taisni t, ja nogrieznis AA; ir perpendikulars taisnei t
un taisne t iet caur nogriezna AA; viduspunktu.

Punktus A un A; sauc par simetriskiem attieciba pret punktu O, ja punkts O ir nogriezna AA; viduspunkts.

4. Divi spélétaji izvieto Zetonus kvadrata, kas sastav no 5 X 5 ritinam. Gajienus spélétaji izdara pamisus,
turklat viena gajiena drikst izvietot vai nu 1 Zetonu viena ratina, vai art 2 Zetonus pa vienam divas blakus
ratinas, kas atrodas vai nu viena rinda, vai viena kolonna, ja tas ir tukSas. Spélétajs, kurs nevar izdarit
gajienu, zaudé. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmér var uzvarét pirmais spélétajs.

Pirmaja gajiena pirmajam spélétajam janovieto 1 Zetons ta, lai tas atrastos kvadrata centra (skat. 10. att.)
Lai arT kur otrais spélétajs novieto savu Zetonu (vai art divus Zetonus) pirmajam spélétajam janovieto
Zetons (Zetoni) simetriski otra spélétaja tikko novietotajam Zetonam (Zetoniem) attieciba pret kvadrata
centru. Ta pirmais spélétajs turpina rikoties ari visos savos nakamajos gajienos.

Ja otrais spélétajs var izdarit gajienu, tad pirmais spélétajs var izdarit tam simetrisku gajienu. Lidz ar to
gajieni pietriks otrajam spélétajam un vins zaudés.
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10. att.

5. Divi spélétaji kvadrata ar izmériem a) 10 X 10; b) 11 X 11 raGtinas pamisus raksta tekstu LV100 t3, ka Sis
teksts tiek ierakstits piecas tuksas blakus ritinas, kas atrodas vai nu viena rinda, vai viena kolonna. Zaudé
tas speletajs, kurS nevar izdarit gajienu, tas ir, ierakstit tekstu atbilstosi noteikumiem. Kurs
spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

Pieméram, skat. 11. att., kur paraditi kadas spéles pirmie pieci gajieni.
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11. att.

Atrisinajums. a) Pamatosim, ka vienmér var uzvarét otrais spélétajs.

Otrajam spélétajam katra sava gajiena jaizdara pirma spélétaja gajienam simetrisks gajiens attieciba pret
kvadrata centru (skat. 12. att., kur paradits viens iespéjams gajienu “paris”). Ja pirmais spélétajs varés
ierakstit frazi dotaja kvadrata, tad ari otrais spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks pirmajam
spélétajam un vins zaudeés.
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12. att. 13. att.



b) Pamatosim, ka vienmér var uzvarét pirmais spélétajs.

Sava pirmaja gajiena pirmajam spélétajam LV100 jaieraksta kvadrata vidd, tas ir, ta, lai “1” atrodas
kvadrata centra ratina (skat. 13. att., kur LV100 ierakstits horizontali), savukart katra nakamaja gajiena
pirmajam spélétajam jaizdara otra spélétaja gajienam simetrisks gajiens attieciba pret kvadrata centru
(skat. 13. att., kur attélots viens iespéjams pirmo tris gajienu piemérs). Ja otrais spélétajs varés ierakstit
frazi, tad ari pirmais spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks otrajam spélétajam un vins zaudeés.

1. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét, ja 1. uzdevuma horizontala rinda batu
savilktas a) 2018 svitrinas; b) 2019 svitrinas?

2. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmer var uzvarét, ja 2. uzdevuma bitu dots kvadrats 6 X 6?

3. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmér var uzvarét, ja 3. uzdevuma a) katra kaudzé ir 2019
konfektes; b) viena kaudzé ir 2000 konfektes un otra — 2019 konfektes?

4. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvareét, ja 5. uzdevuma dots taisnstiris ar izmériem
6 X 10 ratinas?

Talak dotie piemeéri vairak paredzéti 9.-12. klases skoléniem, bet tos var izmantot ari jaunaku klasu skoléni.

6. Divi spélétaji uz 12 X 12 ratinas liela laukuma spélé talak aprakstito spéli. Spélétaji gajienus izdara
pamisus, katra gajiena novietojot baltu Saha zirdzinu uz neapdraudéta laucina. Spélétajs, kurs nevar izdarit
gajienu, zaudé. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

Piezime. Ja Saha zirdzins atrodas riitina A, tad tas apdraud visas ar * apzimétas ratinas, skat. 14. att.
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14. att.
Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmeér var uzvarét otrais spélétajs.
Pienemsim, ka laukums ir izkrasots $aha galdina veida. Sadi nokrasots kvadrats ir centrali simetrisks.
levérojam, ka, Saha zirdzinu novietojot uz vienas krasas laucina, tas apdraud pretéjas krasas laucinus.
Neatkarigi no ta, kads ir pirma spélétaja pirmais gajiens, otrais spélétajs var izdarit gajienu, kas simetrisks
attieciba pret laukuma centru — Sis laucins ir tada pasa krasa ka laucins, uz kura tikko uzlikts Saha zirdzins,
tatad tikko izdaritais gajiens neapdraud So laucinu. Ari visos savos nakamajos gajienos otrais spélétajs liek
zirdzinu centrali simetriski pirma spélétaja tikko novietotajam zirdzinam attieciba pret kvadrata centru.
Lidz ar to, ja pirmais spélétajs varés izdarit gajienu, tad art otrajam spélétajam bis iespéjams izdarit
simetrisku gajienu. Lidz ar to gajieni pietriiks pirmajam spélétajam un vins zaudés.

7. Dota ritinu lapa ar izmériem 5 X 7 ritinas. Divi spélétaji gajienus izdara pamisus. Viena gajiena atlauts
veikt taisnu griezienu, kas sakas kada lapas mala un iet pa ratinu malam, turklat griezienam jabeidzas
ratinu malu krustpunkta. Zaudé tas spélétajs, péc kura gajiena lapa tiek sagriezta divos atseviskos gabalos.
Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmer var uzvarét?

Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmér var uzvarét otrais spélétajs.

Otrais spélétajs vienmér var veikt griezienu, kas ir simetrisks pirma spélétaja tikko veiktajam griezienam
attieciba pret lapas centru (skat., pieméram, 15. att.). Ja péc pirma spélétaja gajiena lapa nebis sadalita
divos atseviskos gabalos, tad ta neb(s sadalita divos atseviskos gabalos arT péc atbilstosa simetriska otra
spélétaja gajiena. Lidz ar to, ja pirmais spélétajs varés izdartt gajienu, tad ari otrajam spélétajam bas
iespéjams izdarit simetrisku gajienu. Lidz ar to gajieni pietriks pirmajam spélétajam un vins zaudeés.

15. att.



8. Uz galda atrodas cilindrveida kika. Divi spélétaji pamisus veic gajienus. Viena gajiena var nogriezt vienu
gabalu, kura virspuse ir dotas kikas virspuses sektora forma, pie tam gabala virspuses laukumam jabat ne

- 1 . o1 - - . i,
mazakam ka Tog Un ne lielakam ka 5 no sakotnéja kikas virspuses laukuma (skat. 16. att.). Zaudé tas

spélétajs, kurs vairs nevar nogriezt nevienu atlauta lieluma gabalu. Kur$ spélétajs — pirmais vai otrais —
vienmeér var uzvarét?

16. att.

Atrisinajums. Pamatosim, ka otrais spélétajs vienmér var uzvarét.

Péc katra pirma spélétaja gajiena otrais spélétajs nogriez kiikas sektoru, kas ir simetrisks tikko
nogrieztajam pirma spélétaja sektoram attieciba pret rinka centru. levérojam, ka sektora laukums nav
lielaks ka %, tapéc simetriskie sektori neparklajas. Ja pirmais spélétajs var izdarit gajienu, tad to var izdarit
arl otrais spélétajs, nogriezot simetrisku sektoru attieciba pret rinka centru. Ta ka péc katra gajiena rinka
laukums samazinas vismaz parl%.0 no visa rinka laukuma, tad pirmajam spélétajam kada bridi vairs nevareés
izdarit gajienu un bas zaudgjis.

1. Pienemsim, ka 6. uzdevuma dots spéles laukums ar izmériem n X n. Kdidam n vértibam vienmér var
uzvarét pirmais spélétajs un kadam — otrais spélétajs?

2. Pienemsim, ka 7. uzdevuma dota ratinu lapa ar izmériem m X n. Kadam m un n vértibam vienmer
var uzvarét pirmais spélétajs un kadam — otrais spélétajs?



Uzdevumi

1.

Viena horizontala rinda savilktas a) 9 svitrinas (skat. 17. att.); b) 10 svitrinas (skat. 18. att.). Divi spelétaji
pamisus izdara gajienus. Viena gajiena var par krustinu parveérst

*  vai nuvienu svitrinu,

* vai ari divas blakus esosas svitrinas.
Zaudeé tas spélétajs, kurs nevar izdarit gajienu, tas ir, nevar atbilstoSi noteikumiem, svitrinu parvérst par
krustinu. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

Uz galda ir divas konfekSu kaudzes. Divi spélétaji pamiSus nem konfektes. Viena gajiena viens spélétajs
drikst panemt jebkuru konfeksu skaitu no vienas kaudzes un apést. Zaudeé tas spélétajs, kuram vairs nav
ko panemt. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét, ja sakuma a) abas konfeksu kaudzés
ir pa 10 konfektém; b) viena kaudzé ir 12 konfektes, bet otra — 10 konfektes?

Uz rinka linijas atlikti 20 punkti (skat. 19. att.). Divi spélétaji pamiSus veic gajienus. Viena gajiena spélétajs
drikst savienot jebkurus divus punktus ar nogriezni, kas nekrusto jau novilktos nogrieznus. Zaudé tas
spélétajs, kas nevar izdartt gajienu. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

19. att.
Divi spélétaji izvieto Zetonus kvadrata, kas sastav no 5 X 5 riitinam. Gajienus spélétaji izdara pamisus,
turklat viena gajiena drikst izvietot vai nu 1 Zetonu viena rQtina, vai ari 2 Zetonus pa vienam divas blakus
ratinas, kas atrodas vai nu viena rinda, vai viena kolonn3, ja tas ir tukSas. Spélétajs, kurs nevar izdarit
gajienu, zaudé. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmér var uzvarét?
Divi spélétaji kvadrata ar izmériem a) 10 X 10; b) 11 X 11 ritinas pamisus raksta tekstu LV100 t3, ka Sis
teksts tiek ierakstits piecas tuksas blakus ritinas, kas atrodas vai nu viena rinda, vai viena kolonna. Zaudé
tas spéletajs, kurS nevar izdarit gajienu, tas ir, ierakstit tekstu atbilstosi noteikumiem. Kurs
spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?
Pieméram, skat. 20. att., kur paraditi kadas spéles pirmie pieci gajieni.
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20. att.

Divi spélétaji uz 12 X 12 rdtinas liela laukuma spélé talak aprakstito spéli. Spélétaji gajienus izdara
pamisus, katra gajiena novietojot baltu Saha zirdzinu uz neapdraudéta laucina. Spélétajs, kurs nevar izdarit
gajienu, zaudé. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

Piezime. Ja Saha zirdzins atrodas riitina A, tad tas apdraud visas ar * apzimétas ratinas, skat. 21. att.
* *

* *




7. Dota ritinu lapa ar izmériem 5 X 7 ratinas. Divi spélétaji gajienus izdara pamisus. Viena gajiena atlauts
veikt taisnu griezienu, kas sakas kada lapas mala un iet pa ratinu malam, turklat griezienam jabeidzas
ratinu malu krustpunkta. Zaudé tas spélétajs, péc kura gajiena lapa tiek sagriezta divos atseviskos gabalos.
Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

8. Uz galda atrodas cilindrveida kika. Divi spélétaji pamiSus veic gajienus. Viena gajiena var nogriezt vienu
gabalu, kura virspuse ir dotas kiikas virspuses sektora forma, pie tam gabala virspuses laukumam jabit ne
mazakam ka ﬁ un ne lielakam ka % no sakotnéja kikas virspuses laukuma (skat. 22. att.). Zaudé tas

spélétajs, kurs vairs nevar nogriezt nevienu atlauta lieluma gabalu. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais —
vienmeér var uzvarét?

22. att.



