Skaitlu dalamiba un kongruences

Olimpiades uzdevumu komplekta katrai klasu grupai tiek ieklauts algebras, geometrijas, kombinatorikas un skaitlu
teorijas uzdevums. Sogad Novada matematikas olimpiddé skaitlu teorijas uzdevums 5.-8. klasei bls par tému
“Dalamibas pazimes” (skat. 1.-3. lpp.), bet 9.-12. klasei par tému “Kongruences” (vecako klasu skoléniem ieteicams
izskatit visu materialu).

Skait|u teorija ir matematikas apaksnozare, kas péta veselo skaitlu dalamibu.

Skaitlu dalamiba

Ja a un b ir veseli skaitli, tad ne vienmeér, dalot a ar b, dalijuma ieglst veselu skaitli. Ja dalijums ir vesels skaitlis, tad
saka, ka a dalas ar b, pretéja gadijuma saka, ka a nedalas ar b.

Definicija. Jab #0una : b =k, kur a, b, k — veseli skaitli, tad saka, ka a dalas ar b. Pretéja gadijuma saka, ka a
nedalas ar b.

Pieméram, 15 dalas ar 3, bet 15 nedalas ar 2.

legaumeé! Ja tiek runats par skaitlu dalamibu, tad runa ir tikai par veseliem skaitliem.

Noskaidrot, vai viens vesels skaitlis dalas ar otru, tikai ar definicijas palidzibu, tas ir, izdalot skaitlus, biezi vien ir
neparocigi un laikietilpigi. So uzdevumu atvieglo skaitlu daldamibas pazimes. Talak dotas bieZak lietotas dalamibas
pazimes.

Dalamibas pazime

Skaitlis dalas ar 2, ja ta pédéjais cipars ir para, tas ir, ta
pédejais ciparsir 0, 2, 4, 6 vai 8.

Skaitlis dalas ar 3, ja ta ciparu summa dalas ar 3.

Skaitlis dalas ar 4, ja ta pédéjo divu ciparu veidotais
skaitlis dalas ar 4.

Skaitlis dalas ar 5, ja ta pédéjais cipars ir 0 vai 5.
Skaitlis dalas ar 6, ja tas dalas gan ar 2, gan ar 3.

Skaitlis dalas ar 8, ja ta pedéjo tris ciparu veidotais skaitlis
dalas ar 8.

Skaitlis dalas ar 9, ja ta ciparu summa dalas ar 9.
Skaitlis dalas ar 10, ja ta peédéjais cipars ir O.

Skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas
nepara pozicijas, un ciparu summas, kas atrodas para
pozicijas, starpiba dalas ar 11.

Piemeri

2016 dalas ar 2, jo ta pédéjais cipars ir para

2016 dalasar3,jo24+ 0+ 14+ 6 =9dalasar3

2016 dalas ar 4, jo 16 dalas ar 4

2015 dalas ar 5, jo ta pédejais ciparsir 5
2016 dalas ar 6, jo tas dalasar 2 un 3

12800 dalas ar 8, jo 800 dalas ar 8

2016 dalas ar 8, jo pédéjo tris ciparu veidotais skaitlis ir
16, kas dalas ar 8

2016 dalasar9,jo2+ 0+ 14+ 6 =9dalasar9
150 dalas ar 10, jo ta pédejais cipars ir 0

108647 dalas ar 11, jo(1+8+4)—(0+6+7) =0,
kas dalas ar 11

94831 dalas ar 11, jo (9 +8+1) — (4 + 3) = 11, kas
dalasar 11



Citas dalamibas pazimes
o Skaitlis dalas ar 10™, ja ta pédé&jo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 10™.
o Skaitlis dalas ar 2", ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 2™.
o Skaitlis dalas ar 5™, ja ta pédéjo n ciparu veidotais skaitlis dalas ar 5™.

Kombingjot ieprieks dotas pazimes, var ieglt arT pazimes dalamibai ar citiem skaitliem. Pieméram, skaitlis dalas ar 12,
ja tas dalas ar 3 un 4; skaitlis dalas ar 90, ja tas dalas ar 9 un 10 jeb skaitla ciparu summa dalas ar 9 un ta pédéjais cipars
ir nulle. Sadi pazimes veido, doto dalitaju sadalot reizinatajos, kas ir savstarpéji pirmskaitli un parbaudot dalamibu ar
katru no tiem.

Definicija. Par savstarpéjiem pirmskaitliem sauc skaitlus, kam lielakais kopigais dalitajs ir skaitlis 1.

Piemeérs. Ja skaitlis dalas ar 2 un 6, més nevaram apgalvot, ka tas dalas arTf ar 2 - 6 = 12, pieméram, 18 dalas gan
ar 2, gan ar 6, bet 18 nedalas ar 12. Tapéc ir |oti svarigi, lai reizinataji batu savstarpéji pirmskait]i.

Teoréma. Ja b un c ir savstarpéji pirmskaitli un a dalas ar b un a dalas ar c, tad a dalas ar bc.

1. Vienadi burti apzimé vienadus ciparus, dazadi — dazadus. Zinams, ka trisciparu skaitlis ASS dalas ar 5, bet nedalas
ar 4. Vai skaitlis OLA var dalities ar 5?
Piezime. Ar abc apzimé trisciparu skaitli, kura pirmais cipars ir a, otrais — b, tresais —c.
Atrisinajums. T3 k3 skaitlis ASS dalas ar5,tad S = O vai S = 5.
1. JaS = 0, tad ieglstam skaitli A00, kas dalas ar 4, bet t3 ir pretruna ar doto, ka ASS nedalas ar 4. Tatad S
nevar bt 0.
2. Apskatisim gadijumu, kad S = 5. Lai skaitlis OLA dalitos ar 5, tad vainu A = 0, vai A = 5. Ta ka dazadiem
burtiem atbilst dazadi cipari, tad A nevar bit 5 un tapéc A = 0. Bet tad skaitlis ASS nebitu trisciparu
skaitlis, jo ta pirmais cipars bitu 0. Tatad S nevar bat art 5.
Esam ieguvusi, ka skaitlis OLA nevar dalities ar 5.

2. Naturala vienpadsmitciparu skaitlt vienadus ciparus aizstaja ar vienadiem burtiem, bet dazadus — ar dazadiem;
ieguva pierakstu PARSTEIGUMS. Zinams, ka $is skaitlis dalas ar 18. Noteikt, kurs cipars aizstats ar burtu S.
Atrisinajums. Varda PARSTEIGUMS pavisam ir 11 burti, no tiem pirmie 10 dazadi, tatad pirmie 10 burti apzimé
visus desmit ciparus. Tad

P+A+R+S+T+E+I+G+U+M+S5S=0+14+2+3+4+5+6+7+8+9+S5S=45+S
Ta ka dotais vienpadsmitciparu skaitlis dalas ar 18, tad tas dalas ar 2 un 9. Tas nozimég, ka tas ir para skaitlis un ta
ciparu summa dalas ar 9. Tatad S ir para cipars un 45 + S dalas ar 9. Ta ka 45 + S jadalas ar 9 un skaitlis 45 dalas
ar 9, tad ar1 S jadalas ar 9. Tatad ar burtu S ir aizstats cipars 0.
Piezime. Lai noteiktu, kurs cipars aizstats ar burtu S, izteiksmé 45 + S var ari ievietot visas iespéjamas S vértibas —
0, 2, 4, 6, 8 — un parbaudit katru no Siem gadijumiem.

3. Kadi cipari var bat burtu a un b viet3, lai piecciparu skaitlis a543b dalitos ar 36?
Atrisinajumes. Lai skaitlis a543b dalitos ar 36, tam jadalas gan ar 9, gan ar 4. Lai skaitlis a543b dalftos ar 4, ta pédéjo
divu ciparu veidotajam skaitlim jadalas ar 4. Tatad pédéjo divu ciparu veidotajam skaitlim jabat vai nu 32, vai 36,
[idz ar to b = 2 vai b = 6. Lai dotais skaitlis dalttos ar 9, ta ciparu summai jadalas ar 9.

e Jab = 2,tad skaitlaciparusummaira+5+4+3+2=14+a.Dera =4,jo14 + 4 = 18, kas dalas ar
9. Ta ka a ir cipars, tad citus skait|us, kas dalas ar 9, ieglt nevar.

e Jab =6, tad skaitla ciparu summaira+5+4+34+6 =18+ a. Vértiba a = 0 neder, jo a ir skaitla
pirmais cipars. Dera = 9, jo 18 + 9 = 27, kas dalas ar 9. Ta ka a ir cipars, tad citus skaitlus, kas dalas ar 9,
iegut nevar.

Tatad esam ieguvusi, kaa = 4,b = 2 vaia = 9,b = 6 ir vienigas iespéjamas vértibas.
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4. Kada ir mazaka iespéjama ciparu summa desmitciparu skaitlim, kas dalas ar 33?

Atrisinajums. Mazaka iespéjama ciparu summa desmitciparu skaitlim, kas dalas ar 33, ir 6, pieméram, skaitlim
3300000000.

Pieradisim, ka ciparu summa nevar bit mazaka ka 6. Lai naturals skaitlis dalttos ar 33, tam jadalasar3unar 11. Ta
ka skaitlim jadalas ar 3, tad ar7 ta ciparu summai jadalas ar 3. Tas nozimé, ka ir japierada, ka ciparu summa nevar
bit 3. Apzimésim skaitla ciparu summu nepara pozicijas ar a un para pozicijas — ar b, tad, lai skaitlis dalitos ar 11,
a — b jadalas ar 11. Pienemsim, ka a = b, otru gadijumu apliiko analogi. lesp&jami 2 gadijumi:

e a—b=0,tad a = b un skaitla ciparu summa ir a + b, kas ir para skaitlis, tatad ta nevar bt 3;

e a—b>=11,tada = 11 un skaitla ciparu summa ir lielaka ka 11, tatad ta nevar bat 3.

Piezime. Uzdevumu var atrisinat ari, parbaudot visus iesp&jamos gadijumus, kadus ciparus var saturét desmitciparu
skaitlis, kura ciparu summa ir 3: skaitli ir viens (pirmais) cipars 3 un devinas nulles; skaitli ir viens cipars 1, viens
cipars 2 un astonas nulles; skaitltir tris cipari 1 un septinas nulles.

Talak dotais materials paredzéts 9.-12. klasu skoléniem.

Kongruences jédziens

Lai pilnvertigak apgltu tematu par kongruencém, loti ieteicams patstavigi risinat, pieméram, gramata A. Bérzina,
A. Bérzin§ “Diferencéti uzdevumi skaitlu teorija” dotos vingrinajumus un uzdevumus. Gramata pieejama aril
elektroniski: http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/06/BerzinsBerzina DiferencetiUzdSkT.pdf

Viens no pazistamakajiem veselo skaitJu iedalljumiem ir to dalijjums para un nepara skaitlos. Katrs vesels skaitlis ir vai
nu para, vai nepara, tacu neviens nav vienlaikus gan para, gan nepara skaitlis. Ta visi veselie skaitli tiek sadaliti divas
klasés: skaitli, kas dalas ar 2 (para skaitli), un skaitli, kas nedalas ar 2 (nepara skaitli).

Ja dalitaju 2 aizvieto ar 3, tad lidzigi var runat par skaitliem, kas dalas vai nedalas ar 3. Tomér izradas, ka lietderigak ir
veselos skaitJus sadalit klasés atkariba no ta, kadu atlikumu tie dod, dalot ar 3. ArT para un nepara skaitlus var uztvert
ka skaitlus, kas, dalot ar 2, dod attiecigi atlikumu 0 vai 1. Ja nomainam 2 ar 3, tad veselos skaitlus més sadalam tris
klasés — Skirojot gadijumus, vai skaitlis, dalot ar 3, dod atlikumu 0, 1 vai 2.

Teoréma par dalisanu ar atlikumu. Ja a ir vesels skaitlis un b ir naturals skaitlis, tad noteikti var atrast tadus veselus
skaitlusqunr,kaa=b-q+r,turklat0 <r < b.

legaumé! Atlikums nekad nav mazaks ka 0 un vienmeér ir mazaks neka skaitlis, ar kuru dala, tas ir, dalot ar b, atlikumam
var bat véertibas 0,1,2,...,b — 1.

Skait|u sadalisanu klasés var salidzinat ar "skait|u krasoSanu'. Pienemsim, ka visi veselie skaitli sarakstiti uz bezgaligas
ratinu lentes. Ja vélamies veselos skaitlus saskirot klasés atkariba no ta, pieméram, kadus atlikumus tie dod, dalot ar
3, tad grafiski var iztéloties, ka katram skaitlim atbilstosa ratina tiek nokrasota viena no trim krasam: tie skaitli, kas
dalas ar tris, tiek krasoti viena krasa, tie skaitli, kas, dalot ar 3, dod atlikumu 1 — cita krasa, un skaitli, kas, dalot ar 3,
dod atlikumu 2 — vél cita krasa. Tadéjadi visi skaitli tiek nokrasoti kada no trim krasam, turklat katrs skaitlis tiek
nokrasots tiesi viena krasa:

=3 | -2 p-1 0 1 2 3 4 5 6 7

1. att.

Lai Sos spriedumus visparinatu un lietotu uzdevumu risinasana, definé kongruences jédzienu.


http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/06/BerzinsBerzina_DiferencetiUzdSkT.pdf

Definicija. Doti veseli skaitli @ un b un naturals skaitlis m > 2. Skaitli @ un b ir kongruenti péc modula m un pieraksta
a = b (mod m) vaia =, b, ja aun b, dalot tos ar m, dod vienadu atlikumu.

Piemeéri
e 7 =3 (mod 2),jogan7,gan 3, dalotar 2, dod atlikumu 1
e 17 =73 (mod 14), jo gan 17, gan 73, dalot ar 14, dod atlikumu 3
e 71 =8 (mod?9),jogan71,gan 8, dalotar9, dod atlikumu 8
e —2 =4 (mod 3),jogan —2, gan 4, dalot ar 3, dod atlikumu 1
e —6=85(mod 7),jogan —6, gan 85, dalot ar 7, dod atlikumu 1

Biezi vien, lai parbauditu, vai skaitli ir kongruenti péc kada modula, ir érti lietot talak doto teorému.
Teoréma. a = b (mod m) tad un tikai tad, ja starpiba a — b dalas ar m.
Pieméri

e 7 =3 (mod 2), jostarpiba7 —3 = 4 dalasar2

e 17 =73 (mod 14), jo starpiba 17 — 73 = —56 dalas ar 14

e 71 =8(mod9),jostarpiba71 —8 = 63 dalasar9

e —2 =4 (mod 3), jostarpiba —2 — 4 = —6 dalas ar 3

e —6 =85 (mod?7),jostarpiba —6 — 85 = —91 dalas ar 7

Lai kongruences jédzienu varétu lietot dazadu uzdevumu risinasana, var izmantot kongruencu ipasibas, kas lauj
daudzus aprékinus veikt ievérojami vienkarsak.

Ja a, dalot ar m, dod atlikumu r, tad a = r (mod m).
Jaa = b (mod m), tad ka = kb (mod m), kur k ir jebkurs vesels skaitlis.
Jaa = b (mod m), tad a™ = b™ (mod m), kur n ir jebkurs naturals skaitlis.
Jaa = b (mod m) un c = d (mod m), tad

e a+c=b+d(modm),

e a—c=b—d(modm),

= 9P

e ac = bd (mod m).
5. Visiem veseliem a izpildas kongruence a = a (mod m) (refleksivitate).
6. Jaa =b (modm),tad b = a (imod m) (simetrija).
7. Jaa = b (mod m)unb = c (mod m), tad a = ¢ (mod m) (transitivitate).

Uzdevumos par veselu skait]u pakapém ar mainigu vai lielu kapinataju var noderét nakama teoréma.
Teoréma. Virkne x,, = a™ péc moduja m ir periodiska.

Perioda garumu un taja ietilpstosos skaitlus var atrast, rakstot péc kartas skaitlus a™ péc modula m. Tiklidz virkné
a™ (mod m) paradas kads jau bijis skaitlis, ir atrasts periods. Perioda garums neparsniedz m.

Ta ka kongruence péc modula m sadala visus veselos skaitlus m klasés, kur katra klasé ietilpst skaitli, kas dod vienadus
atlikumus péc modula m (skat., pieméram, 1. att., kur m = 3 un viena krasa ir nokrasoti skaitli, kas ir viena klasé), tad
Tpasibu, kas japierada visiem veseliem skaitliem, pietiek pieradit katras klases skaitliem atseviski.



1. Kadu atlikumu var iegit, vesela skaitla kvadratu dalot ar 3?
Atrisinajums. levérojam, ka veselu skaitli n, dalot ar 3, var iegit atlikumu 0, 1 vai 2:
e jan =0 (mod 3),tad n? = 02 = 0 (mod 3);
e jan =1 (mod3),tadn? =12 =1 (mod 3);
e jan =2 (mod3),tadn? = 2% =4 =1 (mod 3).
Tatad vesela skaitla kvadratu, dalot ar 3, var iegtt atlikumu 0 vai 1.

Piezimes
1. Uzdevumu varéja atrisinat ari aplikojot gadijumus n = 3k, n = 3k + 1 unn = 3k + 2, kur k — vesels skaitlis.
2. Aplikotaja risinajuma pédgjos divus gadijumus varéja apvienot, ievérojot, ka 2 = —1 (mod 3), tas ir, ja

n = 41 (mod 3), tad n? = (+1)? = 1 (mod 3).

2. Kadu atlikumu dod skaitlis 3°°, dalot to ar 7?
Atrisinajums. Virkne 3", n = 0,1, 2, ..., ir periodiska péc modula 7, apskatisim $is virknes pirmos locek|us:
e jan=0,tad3° =1 (mod 7);
e jan=1,tad 3! = 3 (mod 7);
e jan=2,tad3% =9 =2 (mod 7);
e jan=3,tad33=32-3=2-3=6(mod7);
e jan=4,tad3*=3%.3=6-3=18=4 (mod 7);
e jan=5,tad3°=3%.-3=4-3=12=5 (mod 7);
e jan=26,tad3°=3%-3=5-3=15=1 (mod 7);
e jan=7,tad3”=3%-3=1-3 =3 (mod 7);
[ ]
So informaciju érti apkopot tabula:
n 0 1 2 3 4
3"(mod7) 1 |3 |2 6 |4 |5 |1 |3

Redzam, ka virkne 3" (mod 7) ir periodiska ar perioda garumu 6.
Taka 3° = 1 (mod 7), tad secinam, ka

350 = 368+2 = 32 = 2 (/mod 7).
Tatad skaitlis 35° dod atlikumu 2, dalot ar 7.

3. Tris veselu skaitJu kvadratu summa dalas ar 9. Pieradiet, ka var izvéléties divus no Siem kvadratiem t3, ka to starpiba
dalas ar 9.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bit kongruenti veselu skaitJu kvadrati péc modula 9:
e jan =0 (mod9),tadn? = 0% = 0 (mod 9);
e jan=1(mod9),tadn? =12 =1 (mod 9);
e jan =2 (mod9),tadn? =22 = 4 (mod 9);
e jan =3 (mod9),tadn? =32 =9 =0 (mod9);
e jan =4 (mod9),tadn? =42 =16 =7 (mod 9);
e jan=5=—4(mod9),tadn? = (—4)? = 4% = 7 (mod 9);
e jan=6=-3(mod9),tadn? = (—3)? = 3% = 0(mod 9);
e jan=7=-2(mod9),tadn? = (-2)? =22 = 4 (mod 9);
e jan=8=-1(mod9),tadn? =(—1)? =12 =1 (mod 9).



So informaciju érti apkopot tabula:

n(mod9) |0 |1 |2 |3 |4 |5 6 |7 |8
n?(mod9) |0 1 4 |0 |7 |7 |0 |4

Tatad veselu skaitlu kvadrati péc modula 9 var bit kongruenti ar 0, 1, 4 vai 7. Parbaudam, ka tris dazadi atlikumi
nevar dot summa skaitli, kas dalas ar 9:

e 0+1+4=5 %0 (mod9);

e 0+1+7=8 #0(nod9);

o 0+4+4+7=2 #0(mod9);

o 14+4+7=3 #0(mod?9).
Tatad vismaz divi no atlikumiem ir vienadi, bet tas nozimég, ka So kvadratu starpiba dalas ar 9.

4. Vai var atrast tadus divus veselus skait|us, kuru kubu summa, dalot ar 7, dod atlikumu 3?
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bit kongruenti veselu skaitJu kubi péc modula 7:
e jan=0(mod7),tadn®= 03 =0 (mod 7);
e jan=1(mod?7),tadn®=13=1 (mod7);
e jan=2(mod7),tadn®=23=8=1(mod7);
e jan=3(mod7),tadn®=3%3=27=6=—1(mod7);
e jan=4=-3(mod7),tadn®=(-3)>=-33=—(-1) =1 (mod 7);
e jan=5=-2(mod7),tadn®=(-2)3=-23= -1 (mod 7);
e jan=6=-1(mod7),tadn®=(—1)3 = —1 (mod 7).

Tatad veselu skaitJu kubi ir kongruenti ar 0 vai +1 péc modula 7. Apldkosim, ar ko var bat kongruenta divu veselu

skait]u kubu summa péc modula 7.

a® (mod 7
b3 (mod 7) ( : -1 0 1
-1 -2 | -1 0
-1 0
0 1 2

Esam ieguvusi, ka divu sadu skaitlu summa péc modula 7 var pienemt jebkuru no vertibam -2, -1, 0, 1, 2, tacu
nekadas citas. Ta ka 3 = —4 (mod 7) neparadas starp $im vértibam, tad divu veselu skaitJu kubu summa nevar dot

atlikumu 3, dalot ar 7.

Piezime. Tabula —1 vieta varéja aplikot tam péc modula 7 kongruentu skaitli 6.

5. Pieradit: ja tris veselu skaitJu kubu summa dalas ar 9, tad So skait|u reizinajums dalas ar 3.
Atrisinajums. Vispirms noskaidrosim, ar ko var bit kongruenti veselu skaitlu kubi péc modula 9:

nmod9) (0| 1] 2 345678
nmod9) ' 0 1 |-1, 0 | 1 —-1|0 |1 -1

Pienemsim pretéjo, ka doto tris skaitu reizinajums nedalas ar 3; tad ari neviens no Siem skaitliem nedalas ar 3, lidz
ar to katra skaitla kubs ir kongruents ar 1 vai —1 péc modula 9. Secinam, ka visu doto skaitlu kubu summa péc
modula 9 ir pierakstama forma +1 + 1 + 1.

levérosim, ka tas ir nepara skaitlis, kas péc absolttas vertibas neparsniedz 3, tatad nevar but kongruents ar 0 péc
modula 9. Tacu ta ir pretruna ar to, ka doto skaitlu kubu summa dalas ar 9. Lidz ar to pienémums bijis aplams un

doto skaitlu reizinajums dalas ar 3.



6. Pieradit apgalvojumu: ja p > 3 ir pirmskaitlis, tad skaitlis p?, dalot 24, dod atlikumu 1.
Atrisinajums. levérosim, ka 24 = 8 - 3. Ta ka 8 un 3 ir savstarpéji pirmskaitli, tad pietiekami paradit, ka visiem
pirmskaitliem p = 5 izpildas kongruences
p? =1 (mod 8) un p? = 1 (mod 3),

jo tas nozimeés, ka p2 — 1 dalas gan ar 8, gan ar 3, tatad p2 — 1dalasar8-3 = 24.

1) Pamatosim, ka p? = 1 (mod 8). Ta ka visi pirmskaitli p > 5 ir nepara skaitli, tad péc modula 8 $ads skaitlis p
var pienemt tikai vértibas 1, 3, 5 vai 7 (var ar1 teikt, ka p péc modula 8 var pienemt tikai vértibas +1 vai £3).
Parbaudam, ka visu So vértibu kvadrati ir kongruenti ar 1 péc modula 8:

p (mod 8) 1 3 5 7
p%(mod 8) 1 9=1 25=1 49 =1

Redzam, ka $adiem pirmskaitliem p izpildas p? = 1 (mod 8), t.i.,, p? — 1 dalas ar 8.

2) Pamatosim, ka p? = 1 (1mod 3). Neviens pirmskaitlis p > 5 nedalas ar 3. Tatad péc modula 3 $ads pirmskaitlis
p var pienemt tikai vértibas 1, 2 (jeb tikai vértibas £1). Parbaudam, ka 3o vértibu kvadrati ir kongruenti ar 1
péc modula 3:

N

p (mod 3)
p?(mod 3) 1 4

1

Secinam, ka visiem pirmskaitliem p > 3 skaitlis p2 — 1 dalas gan ar 8, gan ar 3, tatad p2 — 1 dalas 24, kas nozime,
ka p?, dalot ar 24, dod atlikumu 1.

Piezimes

1. Péc modula 8 varéja aplikot ari vértibas +1 un +3, bet péc modula 3 — vértibas +1 un nemt vér3, ka
(£a?) = a? (mod n).

2. levérojot, ka p ir nepara skaitlis un p2 —1 = (p —1)(p + 1) ir divu viens otram sekojodu para skaitlu
reizinajums (no kuriem viens noteikti dalas ar 2, bet otrs — ar 4), var secinat, ka p2 — 1 dalas ar 8.

7. Atrast skaitlu3® —3,5%> — 5,77 — 7, ..., 2015%°1> — 2015 lielako kopigo dalitaju!
Atrisinajums. levérosim, ka 3% — 3 = 24, tatad meklétais lielakais kopigais dalitajs d nevar bat lielaks ka 24.
Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 24, idz ar to bis pieradits, ka d = 24. levérosim, ka24 =8-3.Taka8 un3ir
savstarpéji pirmskaitli, tad pietiekami paradit, ka katrs no dotajiem skaitliem dalas gan ar 3, gan ar 8.
levérosim, ka visi apskatamie skaitli ir forma n™ — n = n(n"‘1 — 1), turklat n ir nepara skaitlis, tas ir,
n=2k+1.
1) Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 3.
e Jandalasar 3, tad ari reizinagjums n (n"~! — 1) dalas ar 3.
e Jannedalas ar 3, tad n = +1 (mod 3), lidz ar to n® ' —1= (+1)? —1 =0 (mod 3); tacu tad
reizindgjums n (n™ ! — 1) dalas ar 3.
2) Pamatosim, ka visi skaitli dalas ar 8. Ta ka n ir nepara skaitlis, tad n péc modula 8 pienem vértibas 1, 3, 5, 7.
Erti ir izmantot faktu 5= —3 (mod 8) un 7 = —1 (mod 8), kas nozimé, ka n = +1 (mod 8) vai ari
n = +3 (mod 8).
levérosim, ka (£1)2 =1 (mod 8) un (£3)?> =9 = 1 (mod 8). Tatad n? = 1 (mod 8) un
nl —1=m»)*-1=1%¥—-1=0 (mod 8).
Tacu tas nozimé, ka skaitlis n™™ ! — 1 un ari reizinajumsn (n®~1 — 1) dalas ar 8.
Esam pieradijusi, ka nepara skaitliem n skaitlisn™ — n = n (n™ ! — 1) dalas gan ar 3, gan ar 8, tatad doto
skait|u lielakais kopigais dalttajs ir 24.



