Svérsanas uzdevumi

Teorija un pieméri, gatavojoties Novada olimpiddei 2018./2019. macibu gadd

Olimpiades uzdevumu komplekta katrai klasu grupai tiek ieklauts algebras, geometrijas, kombinatorikas un skait|u
teorijas uzdevums. Sogad Novada matematikas olimpiadé viens uzdevums 5.-12. klasei bis par tému “Svér$anas
uzdevumi”.

Svérsanas uzdevumos galvenokart izmantosim sviras svarus. Svariem ir divi svaru kausi. SvérSana neizmantosim
atsvarus. Svari neparadis kermenu masu. Més varésim tikai redzét, vai abi svaru kausi ir lldzsvara.

Aplikosim uzdevumus, kuros, izmantojot doto informaciju, galvenokart tiks prasits atrast vienu (vai vairakus) no
paréjiem objektiem atskirigu objektu. So uzdevumu atrisinajumi lieldkoties balstas uz logisku spriedumu cela
izveidotam objektu grupésanas metodém.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums “Ka...?”, tad atrisinajuma ir jaapskata, ka rikoties pilnigi visas iespéjamajas situacijas, lai
panaktu prasito rezultatu. Nepietiek apskatit tikai vienu vai dazus “labvéligakos” gadijumus.

1. Dotas 20 péc aréja izskata vienadas monétas, bet visas to masas ir dazadas. K3, izmantojot sviras svarus bez
atsvariem, ar 28 svérSanam atrast gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu?
Atrisinajums. Sadalam monétas pa pariem un salidzinam katra para monétas — nosakam vieglako un smagako
monétu katra pari. Péc katras svérsanas vieglako monétu liekam viena kaudzité, bet smagako — otra kaudzite.
Takair 20 : 2 = 10 pari, tad ir veiktas 10 svérsanas. (Skat. 1. att.) Skaidrs, ka visvieglaka monéta jameklé starp
vieglakajam, bet vissmagaka — starp smagakajam. Apskatam katru kaudziti atseviski.
No kaudzites, kura ir vieglakas monétas, panemam divas un salidzinam tas, vieglako atstajam svaros un
salidzinam ar nakamo, atkal svaros atstajot vieglako. Ta turpinam, kameér visas atlikusas monétas no $is
kaudzites ir nosvértas. Pédéjas svérsanas vieglakd monéta ir pati vieglaka no visam. Kopa tika veiktas 9
svérsanas.
Analogiski no kaudzites, kura ir smagakas monétas, atrod pasu smagako no visam — svaros visu laiku jaatstaj
smagaka monéta, bet vieglaka jamet prom. Kopa tika veiktas 9 svérsanas.
Lidzartoar 10 + 9 + 9 = 28 svérSanam esam atradusi gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu.

vieglakas @@@@@@@@@@
smagakas @@@@@@@@@@

1. att.



Dotas 9 péc aréja izskata vienadas moneétas, no kuram viena ir viltota — ta ir vieglaka neka citas. Ka ar divam
svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu, ja zinams, ka visu 1sto monétu masas ir
vienadas?

Atrisinajums. Sadalam Sis monétas tris kaudzités pa 3 monétam katra. Skaidrs, ka viltota monéta atrodas viena
no Sim kaudzitém. Pirmaja svérsana salidzinam divas no Sim kaudzitém.

(A) Javiena kaudzite ir vieglaka neka otra, tad viltota (vieglaka) monéta ir Saja kaudzité (skat. 2. att. (A)).

(B) Ja abam kaudzitém ir vienada masa, tad viltota monéta ir tresaja, nesvértaja kaudzité (skat. 2. att. (B)).
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2. att.

Talak apskatisim tikai to kaudziti, kura ir viltota moneéta, paréjas kaudzites vairs nav nepiecieSamas. Otraja

svérsanas reizé uz svaru kausiem liekam pa vienai monétai no $is kaudzites.

(A) Javiens svaru kauss ir vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltota monéta (skat. 3. att. (A)).

(B) Ja abi svaru kausi ir Iidzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas Saja svérSanas reizé netika svérta (skat.
3. att. (B)).

3. att.

Zinams, ka no 80 monétam viena ir viltota — ta ir vieglaka neka paréjas, kuram visam ir vienada masa. Ka ar
cetram svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu?

Atrisinajums. Sadalam monétas tris kaudzités: divas kaudzites pa 27 monétam katra un viena kaudzite, kura ir
26 monétas.

Pirmaja svérsana salidzinam kaudzites, kuras ir pa 27 monétam. lesp&jami divi gadijumi.

(A) Javiens svaru kauss ir vieglaks neka otrs, tad uz ta atrodas viltota monéta (skat. 4. att. (A)).

(B) Ja abi svaru kausi ir lldzsvara, tad viltota monéta ir taja kaudzitg, kas atradas mala (skat. 4. att. (B)).
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4. att.

Talak apskatisim tikai to kaudziti, kura ir viltotd monéta, paréjas kaudzites vairs nav nepiecieSamas. Tatad
atlikusajas tris svérSanas no 27 monétam jaatrod viltota. (Ja viltotd monéta atradas kaudzite, kura bija 26
monétas, tad Sai kaudzitei pievienojot vienu “Isto” monétu no citas kaudzites, ariiegustam kaudziti, kura ir 27
monétas.)

Sadalam 27 monétas tris vienadas kaudzités pa 9 monétam katra un otraja svérsana salidzinasim sava starpa
divas no Sim kaudzitém. Atkartojot tadus pasSus spriedumus ka péc pirmas svérSanas, atrodam to devinu
monétu kaudziti, kura atrodas viltota monéta.

Pirms tre$as svérSanas atkal kaudziti, kura atrodas viltota monéta sadalam tris vienadas kaudzités pa trim
monétam katra un atkal salidzinam divas no Sim kaudzitém. Nosakam, kura no Sim tris monétu kaudzitem
atrodas viltota monéta.

Ceturtaja svérsanas reizé uz svaru kausiem liekam pa vienai monétai. Ja viens svaru kauss ir vieglaks neka otrs,
tad uz ta atrodas viltota monéta, ja abi svaru kausi ir lidzsvara, tad viltota monéta ir ta, kas Saja svérSanas reizé
palika mala (netika svérta).



(Shematiski monétu daliSana mazakas kaudzités paradita 5. att., iekrasojums apzimé kaudziti, kura atrodas
viltota monéta.)
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5. att.

Dotas 25 péc aréja izskata vienadas monétas. Zinams, ka 24 monétu masas ir vienadas sava starpa, bet vienas
monétas masa ir citada. Ka ar divam svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem noskaidrot, vai atskiriga
monéta ir vieglaka vai smagaka neka paréjas? (Pasu monétu atrast nav nepiecieSams.)

Atrisinajums. Uzliekam uz katra svaru kausa 8 monétas.

(A) Ja pirmaja svérsana svari nav lidzsvara, tad atskiriga monéta ir atradusies uz svariem (skat. 6. att. (A)).
Otraja svérsana salidzinam vieglaka kausa 8 monétas ar jebkuram 8 mala palikusajam (parastajam)
monétam.

o Ja svaru kausi ir idzsvara, tad atSkiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “smagaka” kausa un ir
smagaka neka citas monétas.

o Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad atskiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “vieglaka” kausa un ir
vieglaka neka citas monétas.

(B) Ja kausi ir lidzsvara, tad atskirigd monéta palikusi mala (skat. 6. att. (B)). Otraja svérsana salidzinam mala
palikusas 9 monétas ar jebkuram 9 jau svértajam (parastajam) monétam.

o Ja svaru kauss ar 9 parastajam monétam nosveras uz leju, tad atskirigd monéta ir vieglaka neka

paréjas.
o Ja svaru kauss ar 9 parastajam monétam nosveras uz augsu, tad atSkiriga monéta ir smagaka neka
paréjas.
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6. att.

Groza ir 16 akmeni — 15 parasti, 1 radioaktivs. Tie visi izskatas vienadi. Ir dota ierice, ar kuras palidzibu var
noteikt, vai starp apskatamajiem akmeniem ir vai nav radioaktivais akmens (ar ierici var parbaudit art vairakus
akmenus reizé, bet ierice nenorada, kurs tiesi ir radioaktivais akmens). Ka ar 4 parbaudém atrast radioaktivo
akmeni?

Atrisinajums. Sakuma sadalam visus 16 akmenus divas kaudzités pa 8 akmeniem katra un parbaudam vienu
kaudziti. Neatkarigi no parbaudes rezultata, varés pateikt, kura kaudzité ir meklétais akmens. Péc tam to
kaudziti, kura ir radioaktivais akmens, atkal sadala divas dalas, pa 4 akmeniem katra un parbauda vienu no
tam. Talak kaudziti, kura ir meklétais akmens, atkal sadala divas dalas pa 2 akmeniem katra un atkal parbauda
vienu no tam. Beidzot parbauda vienu no diviem akmeniem, no kuriem viens ir radioaktivais akmens, un
noskaidro, kurs tiesi tas ir.

(Shematiski akmenu dalisana mazakas kaudzités paradita 7. att., iekrasojums apzimé kaudziti, kura atrodas
radioaktivais akmens.)
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7. att.



6. No 7 monétam vienai monétai masa ir mazaka neka paréjam. Ka ar divam svér$sanam var noskaidrot, kura ir

vieglaka monéta?

Atrisinajums. Katra svaru kausa ieliekam 3 monétas.

(A) Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad vieglaka monéta atrodas uz “vieglaka” svaru kausa (skat. 8. att. (A)). Otraja
svérsana katra svaru kausa ieliekam pa vienai monétai no “vieglaka” kausa.
o Jasvaru kausi ir lidzsvara, tad vieglaka monéta ir ta, kas palika mala.
o Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad vieglaka monéta atrodas uz “vieglaka” svaru kausa.

(B) Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad vieglaka monéta ir ta, kas nebija uz svariem (skat. 8. att. (B)).
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8. att.

7. Dotas 13 péc aréja izskata vienadas monétas. No tam 12 monétas ir ar vienadu masu, bet viena — ar atskirigu.
Doti ari sviras svari bez atsvariem. K3, izmantojot divas svérSanas, noskaidrot, vai atskiriga monéta ir vieglaka
vai smagaka neka paréjas? (Pasu moneétu atrast nav nepieciesams.)

Atrisinajums. Katra svaru kausa ieliekam 6 monétas.
(A) Ja pirmaja svérsana svari nav lidzsvara, tad atskiriga monéta ir atradusies uz svariem (skat. 9. att. (A)).
Otraja svérsana katra svaru kausa ieliekam pa tris monétam no “vieglaka” kausa.
o Ja svaru kausi ir lidzsvara, tad atskirigd monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “smagaka” kausa un ir
smagaka neka citas monétas.
o Jasvaru kausi nav lidzsvara, tad atskiriga monéta pirmaja svérsana ir bijusi uz “vieglaka” kausa un ir
vieglaka neka citas monétas.
(B) Jasvaru kausiir lidzsvara, tad atskiriga monéta ir ta, kas nebija uz svariem (skat. 9. att. (B)). Otraja svérsana
salidzinot to ar kadu no svértajam monétam, noskaidrojam, vai ta ir vieglaka vai smagaka neka paréjas
monétas.

(A) LemmTTTees - (B)

9. att.

1) Cik svérsanas bitu nepiecieSamas, lai atrastu pasu vieglako monétu, ja dotas 30 péc aréja izskata vienadas
monétas un katra svaru kausa drikst likt pa vienai monétai? Vai vari izdomat visparigaku uzdevumu?

2) Kas kopigs 2.-4. uzdevuma atrisinajumam? Cik svérsanas bltu nepiecieSamas, ja 2. uzdevuma bitu dotas nevis
9, bet 25 monétas? Vai pats art vari izmainit monétu skaitu, lai iegltu jaunu uzdevumu, kas risinams lidziga
veida?

3) Arko 5. uzdevums atskiras no paréjiem? Vai vari izdomat lidzigu uzdevumu?

4) Kas kopigs 6. un 7. uzdevuma atrisinajumam?

5) Kas kopigs 4. un 7. uzdevumam? Vai 4. uzdevumu var atrisinat citadi?



Talak dotie pieméri vairak paredzéti 9.-12. klases skoléniem, bet tos var izmantot ar jaunaku klasu skoléni.

8. Doti 16 akmeni ar dazadam masam. Pieradiet, ka ar 18 svérSanam uz sviru svariem bez atsvariem var atrast
pasSu smagako un otru smagako akmeni!
Atrisinajums. Lai atrastu vissmagako akmeni, ir nepiecieSsamas 15 svérSanas — rikojamies péc klasiskas
olimpiskas shémas, tas ir, sakuma sadalam visus akmenus paros un katra pari atrodam smagako akmeni
(8 svérsanas), tad Sos 8 atrastos akmenus sadalam cetros paros un katra no tiem atrodam smagako akmeni
(4 svérsanas), péc tam atrastos Cetrus akmenus sadalam divos paros un katra part atrodam smagako akmeni
(2 svérsanas), visbeidzot salidzinam pédéjos divus akmenus (1 svérsana) (skat. 10. att.). Tatad ar 15 svérSanam
jau esam atradusi pasu smagako akmeni. Vel jaatrod otrs smagakais akmens.
Otrs smagakais akmens var bt tikai kads no tiem Cetriem akmeniem, kas tika salidzinats ar pasu smagako
akmeni. Smagakais akmens no Cetriem akmeniem atrodams ar 3 svérSanam, pieméram, salidzinam divus
akmenus (1 svérsana), smagako atstajam svaros un to salidzinam ar vienu no nesvértajiem akmeniem
(1 svérsana), atkal svaros atstajot smagako, tad So pasu darbibu atkartojam vélreiz (1 svérSana). Tas nozimée,
ka ar 15 + 3 = 18 svérsanam var atrast pasu smagako un otro smagako akmeni no 16 akmenu kaudzes.

10. att.

9. Dotas 5 péc aréja izskata vienadas bumbas, kuru masas ir 1000 g, 1001 g, 1002 g, 1004 g un 1007 g. Doti ari
elektroniskie svari, kas rada masu gramos. Ka ar tris svérSanam atrast bumbu, kuras masa ir 1000 g?
Atrisinajums. Pirmaja svérSana uz svariem liekam divas bumbas un noskaidrojam to kopéjo masu. Otraja
svérsana uz svariem liekam citas divas, vél nesvértas bumbas. Katra no Sim divam svérSanam ieglistam vienu
no tabula paradttajiem svaru radijumiem.

2001 = 1000 + 1001 2006 = 1002 + 1004
2002 = 1000 + 1002 2007 = 1000 + 1007
2003 = 1001 + 1002 2008 = 1001 + 1007
2004 = 1000 + 1004 2009 = 1002 + 1007
2005 = 1001 + 1004 2011 = 1004 + 1007

o Jaabas sverSanas nav ieguts neviens no izceltajiem rezultatiem, tad 1000 g bumba ir t3, kas netika svérta.

o Javienano svérSanam ir iegits kads no izceltajiem rezultatiem, tad tas nozZimé, ka 1000 g bumba atrodas
attiecigaja pari. TreSaja svérSana nosveram vienu no ST para bumbam. Ja svari rada 1000 g, tad mekléta
bumba ir uz svariem, ja citu skaitli, tad 1000 g bumba ir otra st para bumba.

10. Dotas 4 péc aréja izskata vienadas monétas, kuru masasir1g, 2 g, 3 g un 4 g. Ka ar ¢etram svérSanam uz
sviras svariem bez atsvariem noskaidrot katras monétas masu?
Atrisinajums. Vispirms uz katra svaru kausa uzliekam pa 2 monétam (1 svér$ana).

o Japirmaja svérsana svari atrodas lidzsvara, tad $adu svaru stavokli izsaka tikai vienadiba 1 + 4 = 2 + 3.
Ar divam svérSanam nosakam abas smagakas monétas paros (1; 4) un (2; 3). Ceturtaja svérsana
salidzinam $is smagakas monétas sava starpa, tas ir, noskaidrojam, kura no monétam ir 3 g, kura— 4 g.
Monéta, kas pirmaja svérsana atradas uz viena kausa ar 4 g monétu, sver 1 g, bet ta monéta, kas pirmaja
svérsana atradas uz viena kausa ar 3 g monétu, sver 2 g.

o Ja pirmaja svérsana svari nav lidzsvara, tad ir divas iespéjas:vainul+2 <3 +4,vail+3 <2+ 4.
Otraja svérsana salidzinam abas monétas no smagaka para — smagaka no tam ir 4 g. TreSaja svérsana
salidzina vieglaka para monétas — vieglaka no tam ir 1 g. Ceturtaja svérSana salidzina atlikusas divas
moneétas: vieglaka no tamir 2 g, bet smagaka - 3 g.



11. Cetru péc aréja izskata vienadu monétu masas veido geometrisko progresiju, kas nav konstanta. Atrast
smagako monétu, veicot divas svérSanas uz sviru svariem bez atsvariem!
Atrisinajums. Apziméjam monétu masas ar a, aq, aqz, aq3, kur g > 1. Pirmaja svérsana uz katra svaru kausa
novietojam divas monétas. Pamatosim, ka smagaka monéta noteikti atradisies kausa, kas nosveras uz leju.
lesp€jami tris gadijumi:
e aq®+aq®>aq+a,joaq®>aqunaq? > a;
e aq®+aq>aq®+a,joaq®>aq®unaq > a;
e aq®+a>aq+ aq? jo, ekvivalenti parveidojot, ieglistam patiesu nevienadibu g3 — g2 —q + 1 > 0 jeb

(@+1D(g—-1)?*>0.

Tatad esam pamatojusi, ka smagaka monéta atrodas taja kausa, kas nosveras uz leju. Otraja svérSana
salidzinam abas monétas no ST kausa un atrodam smagako. Lidz ar to ar divam svérSanam esam atradusi
smagako monétu.

1) Cik svérsanas bitu nepiecieSamas smagaka un otra smagaka akmens atrasanai, ja 8. uzdevuma batu doti nevis
16, bet 14 akmeni?

2) Kas kopigs 1. un 8. uzdevumam? Vai 1. uzdevuma atrisinasanai var lietot 8. uzdevuma risinasanas idejas?

3) Kas kopigs 9.-11. uzdevuma atrisinajumam?

4) Vai noteikti smagaka monéta ir smagaka neka tris vieglakas monétas kopa? Atrodi pretpieméru!

Citi avoti:
A. Gailitis, A. AndZans, I. Kudapa, L. Ramana, B. Johannessons “KartoSanas un mekléSanas uzdevumi”, Riga, 1999.
Pieejams: http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2019/01/Gailitis_uc_Kartosanas-un-meklesanas-uzdevumi_1999.pdf




1. Dotas 20 péc aréja izskata vienadas monétas, bet visas to masas ir dazadas. K3, izmantojot sviras svarus bez
atsvariem, ar 28 svérSanam atrast gan pasu vieglako, gan pasu smagako monétu?

2. Dotas 9 péc aréja izskata vienadas monétas, no kuram viena ir viltota — ta ir vieglaka neka citas. Ka ar divam
svérSsanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu, ja zinams, ka visu isto monétu masas ir
vienadas?

3. Zinams, ka no 80 monétam viena ir viltota — ta ir vieglaka neka paréjas, kuram visam ir vienada masa. Ka ar
cetram svérsanam uz sviras svariem bez atsvariem atrast viltoto monétu?

4. Dotas 25 péc aréja izskata vienadas monétas. Zinams, ka 24 monétu masas ir vienadas sava starpa, bet vienas
monétas masa ir citada. Ka ar divam svérSanam uz sviras svariem bez atsvariem noskaidrot, vai atskiriga
monéta ir vieglaka vai smagaka neka paréjas? (Pasu monétu atrast nav nepiecieSams.)

5. Groza ir 16 akmeni — 15 parasti, 1 radioaktivs. Tie visi izskatas vienadi. Ir dota ierice, ar kuras palidzibu var
noteikt, vai starp apskatamajiem akmeniem ir vai nav radioaktivais akmens (ar ierici var parbaudit arT vairakus
akmenus reizé, bet ierice nenorada, kurs tiesi ir radioaktivais akmens). Ka ar 4 parbaudém atrast radioaktivo
akmeni?

6. No 7 monétam vienai monétai masa ir mazaka neka paréjam. Ka ar divam svérSanam noskaidrot, kura ir
vieglaka monéta?

7. Dotas 13 péc aréja izskata vienadas monétas. No tam 12 monétas ir ar vienadu masu, bet viena — ar atskirigu.
Doti arT sviras svari bez atsvariem. K3, izmantojot 2 svérSanas, noskaidrot, vai atskiriga monéta ir vieglaka vai
smagaka neka paréjas? (Pasu moneétu atrast nav nepieciesams.)

Talak dotie pieméri vairdk paredzéti 9.-12. klases skoléniem, bet tos var izmantot ari jaunaku klasu skoléni.

8. Doti 16 akmeni ar dazadam masam. Pieradiet, ka ar 18 svérSanam uz sviru svariem bez atsvariem var atrast
pasSu smagako un otru smagako akmeni!

9. Dotas 5 péc aréja izskata vienadas bumbas, kuru masas ir 1000 g, 1001 g, 1002 g, 1004 g un 1007 g. Doti arl
elektroniskie svari, kas rada masu gramos. Ka ar tris svérSanam atrast bumbu, kuras masa ir 1000 g?

10. Dotas 4 péc aréja izskata vienadas monétas, kuru masasir1 g, 2 g, 3 g un 4 g. Ka ar ¢etram svérSanam uz
sviras svariem bez atsvariem noskaidrot katras monétas masu?

11. Cetru péc aréja izskata vienadu monétu masas veido geometrisko progresiju, kas nav konstanta. Atrast
smagako monétu, veicot divas svérSanas uz sviru svariem bez atsvariem!



