Polinoma saknu noteikSana un to izmantoSana augstaku pakapju
vienadojumu risinasana

Teorijas materials 10.-12. klasei Novada matematikas olimpiadei 2021./2022. macibu gada

Saja materiala apskatisim, ka atrast polinoma ar veseliem koeficientiem racionalas saknes un ka to izmantot
augstaku pakapju vienadojumu risinasana.

Par n-tas pakapes polinomu sauc algebrisku izteiksmi a,x™ + a,,_;x™ 1 + -+ + a; x + ay, kur x ir mainigais,
n ir vesels nenegativs skaitlis un a,, ..., a;, ao— patvaligi reali skaitli (a,, # 0).

Ja koeficienti a,, ..., a4, ag ir veseli skaitli, tad polinomu sauc par polinomu ar veseliem koeficientiem.
Mainiga vértibu, ar kuru polinoma vértiba ir nulle, sauc par polinoma sakni.
Polinoma racionalas saknes

Dazreiz (vai art dazos uzdevumos) nav nepiecieSams atrast visas polinoma saknes, bet ir jaatrod tikai viena
vai dazas no tam. Nakamo teorému var izmantot, lai noskaidrotu polinoma racionalas saknes.

Teoréma. Ja dala s (p un gq ir veseli skaitli) nav saisinama un ta ir sakne polinomam

P(x) = apx™+ ap_1x™ 1 + -+ a;x + a, ar veseliem koeficientiem a, ..., a;, ag (a, # 0), tad q ir
skaitla a,, dalitajs un p ir skaitla a, dalitajs.

Teorémas pieradijumu var atrast [2]. ST teoréma |auj atrast polinoma (arf atbilsto$a algebriska vienadojuma)
racionalas saknes ar parbaudes palidzibu. Racionalu skait|u vispar ir bezgaligi daudz, bet teoréma lauj no tiem
atlasit galigu skaitu “kandidatu”, kurus péc tam parbauda, ievietojot polinoma.

Lai atrastu saknes polinomam, kura koeficients pie augstakas pakapes ir 1, érti lietot $adu secinajumu no
1. teorémas.

Secinajums. Ja polinoma visi koeficienti ir veseli skaitli un koeficients pie locek|a ar augstako pakapi ir 1, tad
ST polinoma visas racionalas saknes ir veseli skaitli, kas ir briva locekla dalitaji.
Piemeéri
1. Atrast polinoma P(x) = x3 — 5x + 4 veselas saknes.
Atrisinajums. Ta ka koeficients pie x3 ir 1, tad polinoma veselas saknes varbit tikai briva locekla 4
dalitaji, tas ir, saknes varétu bt +1; +2; +4. Aprékinot atbilstosas polinoma vértibas, parbaudisim, kuri
no Siem skaitliem ir polinoma saknes:
o P(1)=13—-5-1+4 =0, tatad x = 1 ir polinoma sakne;
P(—1)=(-1)3-5-(—1) + 4 = 8 # 0, tatad x = —1 nav polinoma sakne;
P(2)=23-5-2+4+4 =2+ 0, tatad x = 2 nav polinoma sakne;
P(=2)=(-2)2-5:(-2)+4 =6 # 0, tatad x = —2 nav polinoma sakne;
P(4) =43 —5-4+ 4 # 0, tatad x = 4 nav polinoma sakne;
o P(—4) =(—4)3—-5-(—4) + 4 # 0, tatad x = —4 nav polinoma sakne.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka polinomam ir tikai viena vesela sakne x = 1.
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2. Atrast polinoma P(x) = 2x3 + x? — 13x + 6 racionalas saknes.
Atrisinajums. Ta ka koeficients pie x3 ir 2 un brivais loceklis ir 6, tad iespéjamas g vértibas ir +1; +2 un
iespéjamas p vertibas ir +1; +2; £3; £6. Tatad s vértibas jeb polinoma racionalas saknes varétu bat

+1; +2; +3; +6; i%; iz. Aprékinot atbilstosas polinoma vértibas, parbaudisim, kuri no Siem
skaitliem ir polinoma saknes:

o P(1)=24+1-13+6 =4 # 0, tatad x = 1 nav polinoma sakne;

o P(—-1)=-2+1+4+13+ 6 # 0, tatad x = —1 nav polinoma sakne;

o P(2Q)=16+4—-26+ 6 =0, tatad x = 2 ir polinoma sakne;



P(—2)=-16+4+ 26 + 6 # 0, tatad x = —2 nav polinoma sakne;

P(3) =54+9 —39 + 6 # 0, tatad x = 3 nav polinoma sakne;

P(—3) = —-544+9+ 39 + 6 =0, tatad x = —3 ir polinoma sakne;

P(6) =2-216+36—78+ 6 # 0, tatad x = 6 nav polinoma sakne;
P(—6) = —-2-216+ 36+ 78 + 6 # 0, tatad x = —6 nav polinoma sakne;
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~195+6=9—13,5%0, tatad x = % nav polinoma

o P (— 2) = ? —195+6 # 0, tatad x = —; nav polinoma sakne.
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Lidz ar to esam ieguvusi, ka polinomam ir tris racionalas saknes x = 2, x = =3 unx = >

Polinoma kadas saknes uzminésana |oti noder augstaku pakapju vienadojumu risinasana, jo lauj vienadojuma
izteiksmi sadalit reizinatajos. Ja x = a ir polinoma P(x) sakne, tad polinomu var parveidot forma
P(x) = (x —a) - Q(x), kur polinoma Q(x) pakape ir mazaka neka polinoma P(x) pakape. Lai atrastu
polinomu Q(x), dotais polinoms P(x) ir jadala ar binomu (x — a), tasir, Q(x) = P(x) : (x — a).

Talak apskatisim, ka dalit divus polinomus.

Polinomu dalisana
Lai uzsvértu, kada ir polinoma pakape, lieto pierakstu B, (x), kur apakséjais indekss apzZimé polinoma pakapi.
Par divu polinomu Q,,(x) un P,(x) dalijumu sauc tadu polinomu Si(x), kuru reizinot ar P,(x) iegist
polinomu @y, (x), tas ir, Qm (x) * By (x) = Si(x), ja By (%) * S (x) = Qm (x).
Tacu ne katriem diviem polinomiem dalijums eksisté. Dalit polinomu Q,, (x) ar P, (x) var tikai tad, jam = n,
tas ir, ja dalama polinoma pakape m nav mazaka ka dalitaja polinoma pakape n, turklat k = m — n.
Jam = nun, polinomus dalot, iegist polinomu S (x) un dalisanas atlikumu R (x), tad daliSanas rezultatu var
izteikt $adi:

Qm(x) _

o= S (x) + R® - aiar Qm(x) = P, (x) - Sp(x) + R(x).

R(x
Pp(x)

Polinomu dalisana var saskatit analogijas ar skaitJu dalisanu rakstos (skat. 1. att.).

074 -2 — 487 (2P 462+ 5r —12) : (z+4) H2?| |+ 22 =3
8 (z? + 42?)
17 22+ 5w — 12
16 (22% + 8z)
_ 14  —3x—12
14 (=32 — 12)
0 0
1. att. 2. att.

Apskatam pieméru (skat. 2. att.), ka dalit polinomu x3 + 6 + 5x — 12 (dalamais) ar polinomu x + 4 (dalitajs).
Polinoma dalisanas ar polinomu algoritms:
1) izdalam dalama augstakas pakapes locekli x3 un dalitaja augstakds pakapes locekli x, tas ir,
x3:x = x? un tas ir dalfjuma pirmais saskaitamais;
2) reizinam iegito saskaitdmo x? ar dalitaju x + 4, rezultatu x3 + 4x? rakstam zem dalama;
3) nodalama atnemam iegiito polinomu un ieglistam jaunu polinomu 2x? + 5x — 12;
4) apskatot iegiito polinomu, turpinam dali$anu, tas ir, izdalam 2x? ar x un iegistam dalijuma otro
saskaitamo 2x;



5) reizindm 2x ar dalitdju x + 4 un rezultatu 2x? + 8x rakstam zem jauna polinoma;

6) atnemam (2x? +5x — 12) — (2x% 4+ 8x) = —3x — 12;

7) izdalam —3x ar x un ieglstam dalijuma treso saskaitamo (—3);

8) reizinam (—3) ar dalitaju x + 4 un rezultatu ( ) rakstam zem jauna polinoma;

9) atnemam (—3x —12) — (—3x—12) = 0.
Polinomu dali$ana ir pabeigta un esam ieguvusi, ka dalijums ir x2 + 2x — 3 un atlikums ir 0.
Polinomu daliSana ir beigusies taja bridi, kad péc atnemsanas ieglts polinoms, kura pakape ir mazaka neka
dalitaja polinoma pakape.

Apskatisim, ka var ieglt polinomu dalijumu vél cita veid3, tas ir, ekvivalenti parveidojot algebrisko daju un
. . - - a+b a b
izmantojot daju 1pasibu -~ =z + p
Ekvivalenti parveidosim dalu:
x3+6x2+5x—12 x%(x+4)+2x*+5x—12 x?(x+4) 2x2+5x—12

x+4 x+4 x+4 x+ 4
2x(x+4)—3x—12 2x(x + 4 —3x—12 —3(x+4
=x?+ ( ) = x?2 ( ) =x2+2x+¥=x2+2x—3
x+ 4 x+ 4 x+4 x+ 4

Piemeri
3. lzdalit polinomu 6x3 + x2 + 7x + 6 ar polinomu 2x2? — x + 3.
1. atrisinajums
(62 +2® +Tx+6): (22> —x+3) =3z +2
6x® — 322 + 9z

422 — 21 + 6
422 — 20 + 6
0

2. atrisinajums. Ekvivalenti parveidosim dalu:
6x> +x*+7x+6 3x(x*—x+3)+4x>—2x+6 3x(2x*—x+3) 4x*—2x+6

+ =
2x2—x+3 2x%2—x+3 2x2—x+3 2x%2—x+3
_ +2(2x2—x+3)_3 o
- 2x2—x+3 X

4. Izdalit polinomu 2x* + 5x3 — 6x2 + x — 4 ar polinomu x2 — 2x + 2.
1. atrisinajums

(22 + 523 — 622 + 2 —4) : (2® — 22+ 2) =227 + 92 + 8
20t — 4273 + Ax?
_ 913 — 10224+ 2 — 4
0x* — 1822 + 18z

8% — 172 — 4
8x? — 162 + 16
—x — 20

2. atrisinajums. Ekvivalenti parveidosim dalu:

2x* +5x% —6x® +x—4  2x*(x* —2x+2) +9x° — 10x* +x — 4

x%2—2x+2 x%2—2x+2
o 9x(x?—2x+2)+8x* —17x — 4 5 8(x%2—2x+2)—x—20
=2x“+ =2x“+9x + =
x%2—2x+2 x%2—2x+2
—x—20
=2x2+9x+8+

x2—2x+2



Vingrinajumi

Atrodi polinomu dalijumu divos dazados veidos!

V1. (2x3 —x2—=5x+4): (x —3)

V2. (x° +5x3 4+ 6) : (x? +2x + 3)

V3. (x*=3x2+1): (x —2)

V4, (x* —x2+3): (x2-3)

V5. (x3+x2—4x+2): (x—1)

Tagad apskatam, ka var risinat augstaku pakapju vienadojumus.

Risinot augstaku pakapju vienadojumus, censas uzminét kadu vienadojuma sakni a, péc tam sadalit atbilstosSo
polinomu reizinatajos un risinat vienadojumu, katru reizinataju pielidzinot nullei. Tada veida tiek pazeminata
vienadojuma pakape.

Piemeri

5.

Atrisinat vienadojumu x3 — 3x + 2 = 0.
1. atrisinajums. Uzminam, ka x = 1 ir vienadojuma sakne,jo 13 —3-1+2=1-3+2 = 0.
Lai sadalitu vienadojuma kreisas puses izteiksmi reizinatajos, dalam to ar binomu x — 1.

(2 =3z +2):(z—1)=2" 42 -2

Tt — gt
2= 3w +2
-z
—2x + 2
2042
0

Tatad x3 — 3x + 2 = (x — 1)(x? + x — 2) un doto vienadojumu varam parrakstit forma:
x—Dx%*+x-2)=0.

Katru reizinataju pielidzinot nullei, ieglistam, ka x — 1 = 0 vai x? + x — 2 = 0. Lineara vienadojuma
sakne ir x = 1 un kvadratvienadojuma saknes irx = =2 unx = 1.

Lidz ar to dota vienadojuma saknes ir x; = x5, = 1un x3 = —2.

Piezime. No teorémas secinajuma varéja secinat, ka veselas saknes varétu bt tikai skaitli +1 un +2.

2. atrisindjums. Uzminam, ka x = 1 ir vienadojuma sakne,jo 13 —3-1+2=1-3+2 = 0.
Lai sadalitu vienadojuma kreisas puses izteiksmi reizinatajos, izmantosim grupésanas panémiena ideju,
nemot véra, ka viens no reizinatajiem bus binoms x — 1:

x3=3x+2=x*(x—-D+x?2-3x+2=x*(x—-1D+x(x—1)—2x+2 =
=x2x—-D+x(x—-1)-2(x—-1)=(x—-D(x>+x—2).
Tatad doto vienadojumu varam parrakstit forma:
(x—1Dx*+x-2)=0.

Katru reizinataju pielidzinot nullei, ieglistam, ka x — 1 = 0 vai x? + x — 2 = 0. Lineara vienadojuma
sakne ir x = 1 un kvadratvienadojuma saknes irx = =2 unx = 1.
Lidz ar to dota vienadojuma saknes ir x; = x, = Lun x3 = —2.



6. Atrisinat vienadojumu x* — 3x3 + x2 + 3x — 2 = 0.
Atrisinajums. Uzminam, ka x = 1 ir vienadojuma sakne,jo1 —3+1+3 -2 =0.
Lai sadalitu vienadojuma kreisas puses izteiksmi reizinatajos, dalam to ar binomu x — 1.

(' =32 +2°+3x—-2):(z—1)=a"— 22—z +2

xt— gt

20 4 2?3z -2

S D o
—2? 43z -2

o +x

2r — 2
22— 2
0

Tatad doto vienadojumu varam parveidot forma:
(x—Dx3-2x2=x+2)=0.

Katru reizinataju pielidzinot nullei, ieglistam, ka x —1 =0 vai x3—2x? —x+2=0. Linear3

vienadojuma sakne ir x = 1, bet tresas pakapes vienadojumu risinam, pieméram, ar grupésanas

panémienu:
x*(x—-2)—(x—2)=0,
x-2)x?2-1)=0.

Tatadx = 2unx = +1.

Lidz ar to dota vienadojuma saknesirx; = x, =1, x3 = 2unx, = —1.

Piezimes

1. No teorémas secinajuma var secinat, ka veselas saknes varétu bat tikai skaitli +1 un +2.

2. Dota vienadojuma kreiso pusi var sadalit reizinatajos, nemot véra uzminéto sakni x = 1:

xt=3x3 +x?2+3x—-2=x3(x—1)—2x3+x?>+3x -2 =
=x3(x—-1)—2x*(x—-1)—x?+3x—-2=x3(x—-1) —2x?(x—1) —x(x—1)+2x — 2 =
=x3(x—-1D—-2x2(x -1 —x(x—1D+2(x—1) =
(x—1D(x3—2x2—x+2).

3. Tre$as pakapes vienadojumu x3 —2x2 —x + 2 = 0 atrisinaana varéja ari nelietot grupésanas
panémienu, bet risinat I1dzigi ka ieprieks, tas ir, ievérojot, ka x = 1 ir ST vienadojuma sakne, un tad So
vienadojumu, dalot ar binomu x — 1.

Vingrinajumu atbildes
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