VIENADOJUMI VESELOS SKAITLOS

leteicams ar1 izskatit teorijas materialu, kas tika publicéts, gatavojoties Novada olimpiadei:

Dazreiz, lai pamatotu, ka nav iespéjams atrast tadus skaitlus, kam izpildas uzdevuma prasitas ipasibas, ir
izdevigi izmantot dalamibas 1pasibas.

Atceries! Jab # 0 un a: b =k, kur a, b, k — veseli skaitli, tad saka, ka a dalds ar b (apzimé a : b). Pretéja
gadijuma saka, ka a nedalas ar b.
Pieméram, 15 dalas ar 3, bet 15 nedalas ar 2.

legaumé! Ja tiek runats par skaitJu dalamibu, tad runa ir tikai par veseliem skaitliem.

Dalamibas Tpasibas (Visi talak minétie skaitli ir veseli.)
o Jakatrs no vairakiem saskaitamajiem dalas ar n, tad to visu summa dalas ar n.
Pieméram, 123456 + 7890 + 20152016 dalas ar 2, jo katrs saskaitamais dalas ar 2.

o Jadivi skait)i dalas ar n, tad ari to starpiba dalas ar n.
Piemeéram, ta ka 201420152016 un 2142020 dalas ar 4, tad ar 4 dalas ar1 201420152016 — 2142020.

o Jakaut viens no vairakiem naturaliem skaitliem dalas ar n, tad to visu reizinajums dalas ar n.
Pieméram, 2014 - 2015 - 2016 dalas ar 5, jo 2015 dalas ar 5.

o Javairaku skaitlu summa un visi skaitli, iznemot vienu, dalas ar n, tad ar1 Sis pédéjais skaitlis dalas ar n.
Pieméram, jax + 40 + 50 = 120, tad, ta ka 40, 50 un 120 dalas ar 10, ar1 x dalas ar 10.

Uzdevumos izmantosim ideju:
ja vienadibas laba puse dalas ar n, tad ari vienadibas kreisajai pusei jadalas ar n (un otradi).

Atceries! Naturalie skaitli: 1, 2, 3, 4, ...; veselie skaitli: ..., -2,-1,0,1, 2, 3, ...

1. piemérs

Vai var atrast tadus naturalus skaitjusx uny,ka6-x + 16 -y = 2015?

Atrisinajums

levérojam, ka dota vienadojuma kreisas puses izteiksmes vértiba ir para skaitlis (dalas ar 2), bet labaja pusé
ir nepara skaitlis (nedalas ar 2). Ta ka para skaitlis nevar blt vienads ar nepara skaitli, tad nevar atrast tadus
naturalus skaitlus x un y , lai dota vienadiba bitu patiesa.

2. piemérs

Vai var atrast tadus veselus skaitlus x uny, kaa)12-x—8-y=2;b)11-x -7 -y = 2?

Atrisinajums

a) Ng, nevar atrast. Gan 12, gan 8 dalas ar 4, tatad ari 12 - x un 8 - y dalas ar 4, ka ari to starpiba dalas ar 4.
Ta ka vienadibas kreisa puse dalas ar 4, tad ar 4 ir jadalas ar1 vienadibas labajai pusei, tacu skaitlis 2 ar 4
nedalas.

b) Ja, pieméram,derx =4uny =6,jo11-4—7-6 =44 — 42 = 2.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,Vaivar...?”, ,Vai iespéjams...?” un atbilde ir
e ,JA”, tad risinajuma japarada piemérs, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e ,NE”, tad ar daZu atsevi$ku pieméru apskatidanu, kuros neizdodas panakt vélamo, nepietiek, bet ir
vajadzigs pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem, ka tieSam nekada gadijuma prasito
nebds iespéjams iegut.


http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2015/12/teorija_Skaitludalamiba_Kongruences.pdf

3. piemérs
Pa sienu rapo musas un zirnekli. Cik musas un cik zirnekli rapo pa So sienu, ja pavisam kopa ir 80 kajas?
Atrisinajums
Musai ir sesSas kajas, bet zirneklim ir astonas kajas. Musu skaitu uz sienas apzimésim ar m, bet zirnek|u
skaitu — ar z. Tad no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka 6-m+ 8-z =80 jeb 3-m+4-z =40. Ta ka
vienadojuma laba puse dalas ar 4, tad ari vienadojuma kreisai pusei jadalas ar 4, bet tas nozimé, ka m dalas
ar 4. Ta ka uzdevuma teikts, ka pa sienu rapo gan musas, gan zirnekli, tad m > 0, un ta ka kopa ir ne vairak
ka 80 kajas, tad m < 14. Tatad m var pienemt tris dazadas veértibas:

olJam=4,tad6-4 4 8-z = 80, no kurienes ieglist, ka z = 7,

ojam=8,tad 68+ 8-z = 80, no kurienes ieglst, ka z = 4;

ojam=12,tad6-12 4+ 8-z = 80, no kurienes ieglst, kaz = 1.
Lidz ar to pa sienu rapo vai nu 7 zirnekli un 4 musas, vai 4 zirnekli un 8 musas, vai 1 zirneklis un 12 musas.
Piezime. Uzdevumu var atrisinat ari izteiksmé 6 - m + 8 - z = 80 ievietojot visas z vértibas no 1 Iidz 10 (ja z
ir lielaks neka 10, tad sanaktu, ka kopa ir vairak neka 80 kajas) un parbaudot, kuros gadijumos m ir vesels
skaitlis.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,Kads var bat...? ”; ,Cik...? ”, tad uzdevuma risindjumam jasastav no divam dajam:
1. jaaploko visi iespéjamie gadijumi un atbildé jauzrada visas atrastas dazadas vértibas, kam
uzdevuma prasibas izpildas;
2. japamato, ka citu vértibu nav.

4. piemérs

Kadus naturalus skaitlus var ievietot x un y vieta, lai iegltu patiesu vienadibu 5-x + 2 -y = 30?
Atrisinajums

Doto vienadojumu parveidojam par 2-y =30 —5-x. Ta ka vienadojuma laba puse dalas ar 5, tad arl
vienadojuma kreisajai pusei jadalas ar 5, tas ir, 2 - y jadalas ar 5. Skaitlis 2 ar 5 nedalas, tatad y jadalas ar 5.
Jay=5,tad2-5=30—-5-xjebx =4;

jay=10,tad2-10=30—-5-xjebx = 2;

jay = 15, tad x < 0 un tas vairs nav naturals skaitlis.

Lidzartovainux =4uny =5,vaix =2uny = 10.

5. piemérs

Tabul3, kuras izméri ir 3 X 3 ritinas, katra ratina ierakstits naturals skaitlis. Vai var bit, ka viena rinda
ierakstito skaitju summa ir 2015, viena kolonna ierakstito skaitlu summa ir 2016, bet paréjas rindas un
kolonnas visas ierakstito skaitlu summas dalas ar 3?

Atrisinajums

Né, ta nevar bit. ApzZimésim paréjas rindas un kolonnas ierakstito skaitlu summas attiecigi ar r, R, k, K, bet
visu tabula ierakstito skaitlu summu ar S. Tad visu tabula ierakstito skaitlu summa, skaitot pa rindam, ir
§=2015+7r+R, bet, skaitot pa kolonnam, ta ir S=2016+k+K. Tatad
2015+ r+ R = 2016 + k + K. Ta ka vienadibas laba puse dalas ar 3 (jo katrs saskaitamais dalas ar 3), tad
ar 3 ir jadalas ar kreisajai pusei, bet ta nav, jo r un R dalas ar 3, bet 2015 — nedalas.



Talak dotie piemeéri vairdak paredzéti 9.-12. klases skoléniem. Skat ari A. AndZans “Algebra 10.-12. klasei
Profilkursam”, Il dala — Riga, 1998.

Ja vienadojums satur mainigos xy, x5, ..., X,, tad par ta atrisinajumu sauc skaitlu komplektu (a,, a,, .., a;)
ar Sadu 1pasibu: ievietojot vienadojuma x; vieta a4, x, vieta a, , ..., x, vieta a,, ieglst patiesu skaitlisku
vienadibu.

Atrisinat vienadojumu nozimé atrast visus vienadojuma atrisinajumus un pieradit, ka citu atrisindjumu bez
atrastajiem nav.

Apskatisim algebriskus vienadojumus ar veseliem koeficientiem, kuriem atrisinajums jameklé veselo vai
naturalo skaitlu kopa. Uzdevumos izmantosim ideju:
ja var pieradit, ka vienadojuma abas puses, dalot ar kadu Sim vienadojumam ipasi izvélétu skaitli,
noteikti dod daZadus atlikumus, tad vienadojumam nav atrisinajuma.

levéro! Ja vienadojuma abas puses dalas ar kadu skaitli, tad no ta nevar secinat, ka vienadojumam ir
atrisinajums veselos skaitlos.

Dazi ipasa skaitla izveles principi
o lzvelamies tikai pirmskaitlus vai to pakapes.

Sakam ar maziem skaitliem 2; 3; 4; 5; 7; 8; 9; 11; ... .

Izvélamies skaitlus, kas ir vienadojuma koeficientu dalitaji.

Vienadojumos, kuros paradas skait|u k-tas pakapes, izvélamies skaitlus k2 un visus pirmskait|us, kas

izsakami forma mk + 1. Pieméram, vienadojumos, kas saistiti ar skaitlu kubiem, sakotnéjie ipasie

skaitliir9; 7; 13; 19; ....

o Vienadojumos, kuri satur veselu skaitlu kvadratus, parasti izdevigi aplikot atlikumus, dalot ar 4, 8
vai 16, dazreiz ar 3;

o Jacensas izvéleties tadu skaitli, lai, dalot ar to, iespéjami daudziem vienadojuma kreisas un labas
puses saskaitamajiem bltu péc iespéjas mazak dazadu iespéjamu vértibu.

O O O

Lietojot So ideju, lietderigi atceréties par darbibam ar atlikumiem, ka ari to, kadus atlikumus var dot veselu
skaitJu kvadrati, kubi, ceturtas pakapes utt.

Piezime. Vienam vienadojumam var bat vairaki ipasie skaitli un talak dotajos pieméros noraditie nav
jauzskata par vienigajiem vai pasSiem labakajiem.

6. piemeérs

Pieradit, ka vienadojumam x2 + y2 = 2015 nav atrisindjuma naturalos skait|os!

Atrisinajums

Naturala skaitla kvadrats, dalot ar 4, var dot tikai atlikumu O vai 1. Tapéc x? + yz, dalot ar 4, var dot tikai
atlikumuO0+0,04+ 1,1+ 0 vail+ 1, tasir, atlikumu 0, 1 vai 2. Tacu skaitlis 2015 dod atlikumu 3, dalot
ar 4. Tapéc dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skaitlos.

7. piemérs
Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu 5x2 — 2y? = 4.
Atrisinajums
Parrakstam vienadojumu forma 5x2 = 2y?2 + 4. Apskatam iegiita vienadojuma labas puses izteiksmi péc
modula 5.
y (mod5) | 2y%+4 (mod5)

0 2:0%+4 =4 (modb5)

1 2:12+4=6=1(mod5)
2 2:22+4=12=2(mod5)
3 2:324+4=22=2(mod5)
4 2:42+4=36=1(mod5)

Esam ieguvusi, ka 2y? + 4 nekad nedalas ar 5, bet 5x2 vienmér dalas ar 5. Tatad dotajam vienadojumam
nav atrisinajuma veselos skaitlos.



8. piemeérs
Pieradit, ka vienadojumam (x — y)? = 6xy + 7 nav atrisinajuma naturalos skait/os!
1. atrisinajums
Parveidojam doto vienadojumu forma x? + y? = 8xy + 7. Gan x?, gan y2 péc modula 4 var pienemt tikai
vértibas 0 un 1, tapéc vienadojuma kreisa puse péc modula 4 var pienemt tikai vértibas 0, 1 vai 2, bet
8xy + 7 = 3 (mod 4). Lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisindjuma naturalos skaitlos.
2. atrisinajums
Ekvivalenti parveidojam doto vienadibu:

x2—-2xy+y*=6xy+7;

x2+2xy +y? =10xy + 7;

(x +y)? =10xy + 7.

Peédéjas vienadibas kreisaja pusé ir skaitla kvadrats, kura pédgjais cipars var bat tikai 0; 1; 4; 5; 6; 9, bet
vienadibas labaja pusé esosa skaitla pédéjais cipars ir 7. Tatad abas vienadibas puses nevar bt vienadas,
[1dz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos skait|os.
Piezime. Principa risinajuma tika izmantota kongruence péc modula 10.
3. atrisinajums
Parveidojam doto vienadibu forma (x + y)? = 10xy + 7 un apskatam to péc modula 5. Veselu skaitlu
kvadrati péc modula 5 var dot atlikumus 0, 1 vai 4, tacu laba puse ir kongruenta ar 2 péc modula 5. Tatad
abas vienadibas puses nevar but vienadas, lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma naturalos
skait|os.

9. piemers

Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu 7* + 8Y = 13%.

Atrisinajums

Apskatisim doto vienadojumu péc modula 3. Ta ka 7=1(mod3), 8=2=-1(mod3) un
13 =1 (mod 3), tad iegistam 1* + (—1)Y = 1% (mod 3). ST kongruence nav patiesa, jo kreisas puses
izteiksmes veértiba ir 0 vai 2, bet labas puses izteiksmes vértiba ir 1. Tatad dotajam vienadojumam nav
atrisinajuma naturalos skait]os.

10. piemérs

Pieradit, ka neeksisté tadi naturali skaitli x, y un z, ka izpildas vienadiba 6* + 13Y = 297,

Atrisinajums

Apskatisim doto vienadojumu péc modula 7. Ta ka 6 =—-1(mod7), 13=6=—-1(mod7) un
29 = 1 (mod 7), tad iegistam (—1)* + (—1)Y = 1% (mod 7). Si kongruence nav patiesa, jo kreisas puses
izteiksmes vértiba ir 0 vai +2, bet labas puses izteiksmes vértiba ir 1. Tatad dotajam vienadojumam nav
atrisinajuma naturalos skait]os.

11. piemérs
Atrisinat veselos skaitlos vienadojumu x2 + 8z = 2y? + 3.
Atrisinajums
Apskatam doto vienadojumu péc modula 8. Viegli parbaudit, ka veselu skaitlu kvadrati, dalot ar 8, var dot
tikai atlikumus 0, 1 vai 4.
a(mod8) 0 1|2 3 4 5/ 6|7
a?(mod8) 0 1 4 1 0 1 4 1

Tas nozimé, ka dota vienadojuma kreisa puse x? + 8z, dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 0, 1 vai 4. Savukart
skaitlis 2y2, dalot ar 8, var dot tikai atlikumus 0 vai 2. Tatad vienadojuma laba puse Zy2 + 3, dalot ar 8, var
dot tikai atlikumus 3 vai 5. Tatad nav tadu veselu x un y vértibu, pie kuram dota vienadojuma abas puses
dotu vienu un to pasu atlikumu, dalot ar 8. Lidz ar to dotajam vienadojumam nav atrisinajuma veselos
skait]os.



