SAKARIBAS TRIJSTUROS UN VIENADI TRIJSTURI

Teorija un piemeéri 8.-9. klasei, gatavojoties Novada matematikas olimpiddei 2023./2024. m. g.

Sakaribas trijsttros

Trijstlira nevienadiba. Trijstlra katras malas garums ir mazaks neka abu paréjo malu garumu summa un lielaks neka
abu paréjo malu garumu starpibas.

Pret garaku trijstira malu atrodas lielaks trijstira lenkis un otradi.
TrijstQrT pret vienadiem lenkiem atrodas vienadas malas.

Par vienadsanu trijstari sauc trijstari, kura divas malas ir vienada garuma.
Vienadsanu trijstlra Tpasibas:
o vienadsanu trijstarT lenki pie pamata ir vienadi;
o vienadsanu trijstari mediana, kas novilkta pret pamatu, ir ar1 1 trijstGra augstums un bisektrise.
Par vienadmalu trijstari sauc trijstari, kura visas malas ir vienada garuma. Vienadmalu trijstdri sauc ari par regularu
trijstari.
Vienadmalu trijstra Tpasibas:
o vienadmalu trijstdrT visi lenki ir vienadi un 60° lieli;
o vienadmalu trijstlrt katra bisektrise ir art mediana un augstums.

Teoréma. Trijstlra iekséjo lenku summa ir 180°.

Lietderigi zinat Sadus apgalvojumus:
o jatrijstariviens lenkis ir plats, tad abi paréjie lenki ir Sauri;
o taisnlenka trijstdra Sauro lenku summa ir 90°;
o taisnlenka trijstdra katetes, kas atrodas pret 30° lenki, garums ir vienada ar pusi no hipoteniizas garuma.
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Par trijstiira aréjo lenki sauc trijstira iekséja lenka blakuslenki.

Teoréma. Trijstira aréjais lenkis ir vienads ar to divu iekSéjo lenku summu, kas nav ta blakuslenkis, tas ir,
ABAD = ¥ABC + ¥BCA (skat. 1. att.).
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Vienadi trijstari

Divus trijstdrus sauc par vienadiem, ja tos var uzlikt vienu uz otra ta, ka tie pilnigi sakrit.

Trijstlru vienadibas pazimes
o Trijstliru vienadibas pazime péc trim malam (mmm) — ja viena trijstra tris malas ir attiecigi vienadas ar otra
trijstdra trim malam, tad trijstari ir vienadi.
o Trijstliru vienadibas pazime péc divam malam un lenka starp tam (m#fm) — ja viena trijstiira divas malas un
lenkis starp tam ir attiecigi vienadi ar otra trijstira divam malam un lenki starp tam, tad trijstari ir vienadi.
o Trijstliru vienadibas pazime péc malas un tas pielenkiem (fm#) — ja viena trijstlira mala un tas pielenki ir
attiecigi vienadi ar otra trijstiira malu un tas pielenkiem, tad trijstari ir vienadi.



Uzdevumu piemeéri

1. Trijstarm ABC lenkis ABC ir 30° liels. Uz malas AB izvéléts punkts E, bet uz malas BC punkts F ta, ka trijstdris
CEF ir vienadmalu. Pieradit, ka punkts F ir malas BC viduspunkts!
Atrisinajums. Ta ka trijstaris CEF ir vienadmalu, tad <FCE = <CEF = XEFC = 60° (skat. 2. att.).
Tad «BFE = 180° — 60° = 120° (blakuslenku Tpasiba) un «BEF = 180° — 30° — 120° = 30°, tatad AEBF ir
vienadsanu un BF = EF = F(C jeb punkts F ir malas BC viduspunkts.
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2. Dots trijstlris ABC, uz ta malas AC atlikts punkts D ta, ka AD = DB. Vél zinams, ka AB = BC = CD. Aprékinat
lenka BAC lielumul!
Atrisinajums. Apzimésim <BAC = x (skat. 3. att.). Ta ka AABC ir vienadsanu, tad ari <BCA = x; ari AADB ir
vienadsanu, tapéc ¥ABD = x. Talak «CDB = <DAB + <DBA = 2x, jo <CDB ir AADB aréjais lenkis. Ta ka
BC = CD, tad art ABCD ir vienadsanu, tapéc <CBD = «CDB = 2x.
Trijstdra ieksejo lenku summa ir 180°, tapéc, apskatot trijstira BCD lenkus, ieglstam, ka 2x 4+ 2x + x = 180°,
tatad 5x = 180° un x = 36°. Lidz ar to ¥BAC = 36°.
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3. Nogrieznis AO sadala lenki POR divos vienados lenkos (skat. 4. att.), nogrieznis AR sadala lenki KRP divos
vienados lenkus un <RPO = 80°. Aprékinat lenka RAO lielumu!
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Atrisinajums. Apzimésim XAOP = x, tad arT XAOR = x (skat. 5. att.), jo AO sadala lenki POR divos vienados
lenkos.

Ta ka «<KRP ir trijstdara RPO aréjais lenkis, tad péc ieprieks uzrakstitas 1pasibas <KRP = 2x + 80°. Ta ka
AR sadala <KRP divos vienados lenkos, tad <ARK = x + 40°. Savukart <ARK ir trijstira RAO aréjais lenkis,
tapéc ta lielums izsakams art ka <<ARK =x+ ¥RAO. No iegltajam vienadibam izriet, ka
x +40° = x + ¥RAO, tatad <RAO = 40°.
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4. Katram no trijstiriem ABC un ADE visi lenki ir 60° lieli (skat. 6. att.). Pieradit, ka BD = CE!

@
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Atrisinajums. Ta ka trijstarm pret vienadiem lenkiem atrodas vienadas malas, tad AE = AD un AC = AB.

levérojam, ka XEAC = 60° — <CAD = «DAB (skat. 7. att.). Tapéc AEAC = ADAB péc pazimes m¥fm, un no ta

izriet, ka EC = DB ka atbilstosas malas vienados trijstaros.
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5. Saurlenku trijstari ABC augstums no virsotnes 4, lenka B bisektrise un malas AB vidusperpendikuls krustojas
viena punkta 0. Aprékinat <ABC!
Atrisinajums. Apziméjam <BAO = a (skat. 8. att.). levérojam, ka AAMO = ABMO péc pazimes mfm,
jo BM = MA (péc vidusperpendikula definicijas), XAMO = <BMO = 90° un mala MO kopiga. Tad
XABO = ¥BAO = «a ka atbilstosie lenki vienados trijstiros. No bisektrises definicijas izriet, ka XABC = 2a. No

AABH iekséjo lenku summas iegustam, ka a + 2a + 90° = 180° jeb @ = 30°. Tatad XABC = 2a = 60°.
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6. Uzvienadmalu trijstira ABC malam AB un BC attiecigi atlikti punkti M un N ta, ka MB + BN = AC. Pieradit, ka
LIMAN + <MCN = 60°.
Atrisinajums. Trijsttris ABC ir regulars, tapéc AC = AB. No nogrieznu garuma 1pasSibam ieglstam,
ka AB =AM + MB. Ta ka AC = MB + BN, tad AM + MB = MB + BN jeb AM = BN (skat. 9. att.). Tapéc
AABN = ACAM péc pazimes mfm, jo AM = BN, XABN = XCAM = 60° un AB = AC. Tad XBAN = JACM
ka atbilstosie lenki vienados trijstliros. Lidz ar to KMAN + XMCN = XACM + <MCN = XACB = 60°.
Piezime. Uzdevumu var risinat ari pamatojot, ka MB = NC un AMBC = ANCA.
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8. Uztaisnalenka KLM malam atlikti punkti X un Y (katrs uz savas malas); uz ta bisektrises nemts tads punkts O,

ka <X0Y = 90°. Pieradit, ka 0X = OY
Atrisinajums. Novelkam no punkta O perpendikulus OA un OB pret lenka KLM malam KL un LM (skat. 10. att.).
Ta ka punkts O atrodas uz lenka bisektrises, tad attalumi no O Iidz lenka malam ir vienadi, tatad OA = OB.
Cetrstiira LAOB tris lenku lielumi ir 90°, tatad ari XLAOB = 90°. levérojam, ka

o XXO0A = XA0Y — XX0Y = ¥A0Y —90°;

o AYOB = XAOY — <AOB = XA0Y — 90° = <XO0A.
Tad AXAO = AYBO péc pazimes ¥m?, jo XXAO = XYBO = 90°, 0A = OB, ¥X0A = XYOB.
Lidz ar to OX = OY ka vienadu trijsturu atbilstosas malas.
Piezime. Risinajuma tika izmantota bisektrises Tpasiba — katrs lenka bisektrises punkts atrodas vienados attalumos
no lenka malam.
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9. Dota piecstaru zvaigzne (skat. 11. att.), kura XACE = <ADB un <DBE = <BEC. Zinams ari, ka BD = CE.
Pieradit, ka <ACD = <ADC!
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Atrisinajums. Apzimésim ar K un M attiecigi malu AC un AD krustpunktus ar malu BE (skat. 12. att.). No
uzdevuma nosacijumiem izriet, ka trijstiri CEK un DBM ir vienadi péc pazimes ¥mf. Tapéc CK = DM un
LCKE = «<DMB ka vienadu trijstlru atbilstoSie elementi. Tad ari X{AKE = «AMB ka vienadu lenku blakuslenki.
Esam ieguvusi, ka trijstarim AMK malas MK pielenki ir vienadi; ta ka trijstari preti vienadiem lenkiem ir vienadas
malas, tad AK = AM.

Izmantojot iegutas sakaribas, ieglustam AC = AK + CK = AM + DM = AD, tatad ari trijstaris ACD ir
vienadsanu. Tapéc <ACD = <ADC.
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10.

Saurlenku trijstari ABC novilkts augstums CH un mediana BK. Zinams, ka CH = BK un <HCB = <KBC. Pieradit,
ka trijstaris ABC ir vienadmalu trijstaris!

1. atrisinajums. Ta ka BK = HC, ¥KBC = ¥HCB un BC — kopiga mala (skat. 13. att.), tad ABCK = ABCH péc
pazimes mfm. Lidz ar to XBKC = «CHB = 90° ka atbilstoSie lenki vienados trijstiros. Tatad BK ir gan
augstums, gan mediana, lldz ar to AABC ir vienadsanu trijstaris (AB = BC). lzmantojot trijstira laukuma
aprékinaganas formulu, ieglistam Sypc = %AB .CH = %AC-BK. Ta ki CH = BK, tad ari AB = AC. Tatad
AB = AC = BC un AABC ir vienadmalu trijstaris.
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2. atrisinajums. Ta ka BK = HC, ¥KBC = ¥HCB un BC - kopiga mala (skat. 13. att.), tad ABCK = ABCH péc
pazimes m¥m. Lidz ar to XBKC = XCHB = 90° (ka atbilstosie lenki vienados trijstlros) un BK ir augstums no
virsotnes B pret malu AC. Ta ka AK = KC, ¥AKB = X¥BKC = 90° un BK — kopiga mala, tad AAKB = ABCK
péc pazimes m¥m. No ka izriet, ka XABK = XKBC. lzmantojot trijstlra iekséjo lenku summu, ieglistam
o noAHCB:<HBC + <BCH + ¥CHB = 180°%;

2 - XABK + <ABK + 90° = 180°;

3 - XABK = 90° jeb <ABK = 30°;
o no AABK:<4BAC = 180° — XABK — <AKB = 180° — 30° — 90° = 60°;
o noAABC:¥BCA = 180° — ¥BAC — <ABC = 180° — 60° — 2 - 30° = 60°.
Esam ieguvusi, ka katrs trijstira ABC lenkis ir 60°, tatad AABC ir vienadmalu trijstaris.

Ratinu lapa ritinu virsotnés atziméti punkti 4, B, C, D, E un novilkti nogriezni AB, BC,CD un DE (skat. 14. att.).
Salidzinat «ABC un <CDE!
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Atrisinajums. levérojam, ka trijstdris BFC ir vienadsanu taisnlenka trijstlris (skat. 15. att.), tapéc XABC = 45°.
TrijstGri DHC un EGC ir vienadi péc pazimes mfm, jo DH = EG, ¥DHC = ¥<EGC = 90°, CH = GC. Tatad
CD = CE un <DCH = XECG ka atbilstosas malas un lenki vienados trijstdros.

leglstam, ka <DCE = «<DCH + <HCE = ¥ECG + <HCE = 90°. Tatad ari trijstiris DCE ir vienadsanu
taisnlenka trijstaris, tapéc KCDE = 45°. Lidz ar to esam pieradijusi, ka <ABC = <CDE = 45°.
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Uzdevumi

10.

Trijstart ABC lenkis ABC ir 30° liels. Uz malas AB izvéléts punkts E, bet uz malas BC punkts F t3, ka trijstaris
CEF ir vienadmalu. Pieradit, ka punkts F ir malas BC viduspunkts!

Dots trijstaris ABC, uz ta malas AC atlikts punkts D ta, ka AD = DB. Vél zinams, ka AB = BC = CD. Aprékinat
lenka BAC lielumul!

Nogrieznis AO sadala lenki POR divos vienados lenkos (skat. 16. att.), nogrieznis AR sadala lenki KRP divos
vienados lenkus un <RPO = 80°. Aprékinat lenka RAO lielumu!

A P

K I O

16. att.

Katram no trijstiriem ABC un ADE visi lenki ir 60° lieli (skat. 17. att.). Pieradit, ka BD = CE!
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Saurlenku trijstari ABC augstums no virsotnes 4, lenka B bisektrise un malas AB vidusperpendikuls krustojas
viena punkta 0. Aprékinat <xABC!
Uz vienadmalu trijstiira ABC malam AB un BC attiecigi atlikti punkti M un N ta, ka MB + BN = AC. Pieradtt, ka
LIMAN + <MCN = 60°!

Uz taisna lenka KLM malam atlikti punkti X un Y (katrs uz savas malas); uz ta bisektrises nemts tads punkts O,
ka «XOY = 90°. Pieradit, ka 0X = 0OY!
Dota piecstaru zvaigzne (skat. 18. att.), kura XACE = ¥ADB un <DBE = ¥BEC. Zinams ari, ka BD = CE.

Pieradit, ka xACD = «ADC!
B
C
A
D
E

18. att.

Saurlenku trijstari ABC novilkts augstums CH un mediana BK. Zinams, ka CH = BK un <HCB = <KBC. Pieradtt,
ka trijstaris ABC ir vienadmalu trijstaris!
Ratinu lapa rdtinu virsotnés atziméti punkti 4, B, C, D, E un novilkti nogriezni AB, BC,CD un DE (skat. 19. att.).

Salidzinat <ABC un <CDE!
B A
TC’
J
D

19. att.



