INVARIANTU METODE - KRASOSANA

Invariantu metodi var izmantot arf uzdevumos par figiiru sagriesanu vai saliksanu. Sados gadijumos
biezi tiek izmantota iekrasoSana.

Pats galvenais $ada tipa uzdevumos ir atrast tadu iekrasosanas veidu, lai rastos pretruna — iekrasoto
ritinu skaits lielaja figtira atskirtos no kopgja iekrasoto riitinu skaita mazajas figiiras.

Riitinas var iekrasot dazadi. Visbiezak tiek lietota ieckrasoSana ka Saha galdinam, tacu rutinas p&c
nepiecieSamibas var iekrasot ari, pieméram, joslas, diagonalés vai vispar atrast kadu citu
iekrasoSanas veidu.

Ar1 $T macibu gada SagatavoSanas olimpiadé ( ) katras klasu
grupas uzdevumu komplekta viens uzdevums bija saistits ar iekraso$anu un tas izmanto$anu.

1. piemeérs

Vai taisnstri ar izmériem a) 5x6, b) 4x8, ¢) 4x11 rutinas var noklat ar 1. att. dotajam figtiram?
Taisnstirim jabat pilniba noklatam. Figaras nedrikst iziet arpus taisnstora, figtiras nedrikst
parklaties, figtiras drikst pagriezt.

1. att.

Atrisinajums

a) Ng, nevar. levérojam, ka katra maza figara satur 4 ritinas. Dotaja 5x 6 ritinu taisnstarT kopa ir
30 ritinas. Ta ka 30 nedalas ar 4, tad taisnstiiri nevar noklat.

b) Ja, var, skat. 2. att.

) Ng, nevar. Taisnstiir1 kopa ir 44 rtinas, bet viena figara ir 4 ratinas. Tatad, ja uzdevuma prasibas
varétu izpildit, taisnstliris biitu noklats ar tiesi 11 figiram. Izkrasosim taisnstiiri Saha galdina veida
(skat. 3. att.); pavisam melna krasa ir nokrasotas 22 (para skaits) ratinas. Lai ka ari Saja taisnstiri
tiktu novietota dota figtra, ta noklas vai nu tieSi vienu melnu ratinu, vai tieSi 3 melnas ritinas (skat.
4. att.), tatad nepara skaita melnas ratinas. Tapéc ari 11 (nepara skaitlis) sadas figtiras kopa var
noklat tikai nepara skaita melnas ratinas. Ta ka nepara skaitlis nevar biit vienads ar para skaitli —
melno ritinu skaitu visa taisnstari, tad taisnstiri pilniba parklat nevar.

2. att. 3. att. 4, att.

Iegaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,,Vai var...?”, ,Vai iesp€jams...?” un atbilde ir
e JA”, tad risinajuma japarada piemérs, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e _NE”, tad ar dazu atsevisku pieméru apskatianu, kuros neizdodas panakt vélamo, nepietiek,
bet ir vajadzigs pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem, ka tieS$am nekada
gadijuma prasito nebis iesp&jams iegiit.
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2. piemers

Vai kvadratu ar izmériem 6x 6 riitinas var parklat ar 18 domino kauliniem ta, lai 13 kaulini atrastos
horizontali, bet 5 — vertikali? Katrs kaulin$ parklaj tiesi 2 ratinas, kaulini nedrikst parklaties.
Atrisinajums

NEg, prasito nevar izdarit. Iekrasosim doto kvadratu joslas (skat. 5. att.). Tad kvadrata ir 18 melnas
un 18 baltas ritinas.

5. att. 6. att. 7. att.

Vispirms izvietosim 5 vertikalos kaulinus. Lai kur katru no tiem novietotu, vienmér tiks noklatas
divas blakus rindu riitinas, tatad viena melna, viena balta (skat. 6. att.). P&c piecu vertikalo kaulinu
novietoSanas biis noklatas 5 melnas un 5 baltas ratinas. Nenoklatas paliek 13 melnas un 13 baltas
rutinas. Ar vienu horizontalu kaulinu var noklat vai nu 2 baltas, vai 2 melnas ritinas, tas ir, para
skaita melnas vai para skaita baltas (skat. 7. att.). Tatad ar 13 horizontalajiem kauliniem var noklat
tikai para skaita melnas un para skaita baltas ritinas. legtta pretruna, jo péc vertikalo kaulinu
novietosanas vél ir janoklaj nepara skaits melnas un nepara skaits baltas riitinas.

3. piemeérs
Kadu lielako skaitu 8. att. doto figtiru var izgriezt no 9. att. dotas figtiras? Griezuma linijam jaiet pa
rutinu malam, 8. att. figlira var biit pagriezta vai apgriezta spogulattéla.

8. att. 9. att.
Atrisinajums
Lielakais figtru skaits, ko var izgriezt, ir 4, skat. 10. att.
Pieradisim, ka vairak figiru nevar izgriezt. Izkrasosim 9. att. figiiru ka Saha galdinu (skat. 11. att.).
Lai ka novietotu 8. att. figliru, ta vienmer noklaj tiesi divas baltas un tie$i divas melnas riitinas
(skat. 12. att.). Ta ka 11. att. figiira satur tie$i devinas baltas riitinas, tad no tas var izgriezt ne vairak
ka Cetras figtiras, jo 9:2=4, atl. 1.

10. att. 11. att. 12. att.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,,Kads ir lielakais...?”, ,Kads ir mazakais ...?”, tad uzdevuma
risinajumam jasastav no divam dalam:

1) atrast So vislielako (vismazako) vértibu un paradit pieméru;

2) pieradit, ka lielaka (mazaka) vértiba nevar biit.



Talak dotie piemeéri vairak paredzéti 9.-12. klases skoléniem, bet tos var izmantot ari jaunaku klasu
skoléni.

4. piemers

Vai kvadratu ar izmériem 9x9 ritipas var noklat ar 26 figiram, kadas dotas 13. att., un vienu
14. att. doto figtiru? Kvadratam jabut pilniba noklatam. Figiiras nedrikst parklaties, figiiras drikst
pagriezt. -
[T 1] |

13. att. 14. att.

Atrisinajums

N@, prasito nevar izdarit. lzkrasosim kvadratu tris krasas diagonalveida (skat. 15. att.) ta, lai
novietota 14. att. figiira saturétu tiesi divas vienas krasas riitinas. Nezaud&jot visparigumu, varam
pienemt, ka ta satur divas zilas un vienu sarkanu riitipu. Tada gadijuma nenoklatas paliek 25 zilas,
26 sarkanas un 27 baltas ritinas, jo kvadrata katras krasas rutinu skaits ir 27. Katra 13. att. figiira
noklaj vienu sarkanu, vienu zilu un vienu baltu riitinu. Ta ka nenoklataja dala dazado krasu ritinu
skaits nav vienads, tad ar 13. att. figiiram to noklat nav iesp&jams.

15. att.
5. piemérs
Kadu lielako skaitu 16. att. doto figiiru var izgriezt no 17. att. dotas figiiras? Griezuma linijam jaiet
pa ritinu malam, 16. att. figiira var biit pagriezta vai apgriezta spogulattéla.

16. att. 17. att.
Atrisinajums
Lielakais figiiru skaits, ko var izgriezt, ir 9, skat. 18. att.
Pieradisim, ka vairak figiru nevar izgriezt. Izkrasosim 17. att. figtiru ka paradits 19. att. Lai ka
novietotu 16. att. figiiru, ta parklas tiesi vienu iekrasoto ratipu. Ta ka ir tie$i devipas iekrasotas
riitinas, tad nevar izgriezt vairak ka 9 figiiras.

18. att. 19. att.



6. piemérs

Regulars trijstiris ar malas garumu 5 sadalits 25 mazakos regularos trijstiiros ar malas garumu 1
(skat. 20. att.). Kadu lielako skaitu rombu, kas izveidots no diviem mazajiem trijstiriem, var
izgriezt no dota trijstiira?

20. att.
Atrisinajums
Lielakais rombu skaits, ko var izgriezt, ir 10, skat. 21. att.
Pieradisim, ka vairak ka 10 rombus izgriezt nevar. lekrasosim mazos trijstiirus, ka paradits 22. att.
Ievérosim, ka katrs izgrieztais rombs satur vienu baltu un vienu melnu trijstiri. Ta ka melno
trijstiru skaits ir 10, tad vairak ka 10 rombus izgriezt nevar.

21. att. 22. att.
7. piemérs
Vai kubu ar izmériem 6x6x6 vienibas kubini var salikt no 27 paralélskaldpiem, kuru izméri ir
1x2x4 vienibas kubini?
Atrisinajums
N@, nevar. Izkrasosim kubinus ta, ka paradits 23. att. Izkrasoto kubinu skaits ir 9-3=27. Katrs
paral€lskaldnis satur vai nu 0, vai 2 iekrasotos kubinus. Tas nozimé, ka dotie paral€lskaldni kopa
satur para skaita ickrasotos kubinus. Ta ka ir 27 (nepara skaitlis) iekrasotie kubini, tad uzdevuma
prasitais nav iesp&jams.
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23. att.

Vairak informacijas:
e http://nms.lu.lv/biblioteka/tematiskie-materiali/
o A. Ambainis, A. AndZans, A.Bérzin§ “Uzdevumi algoritmika un algoritmiskaja
kombinatorika ar atrisinajumiem” — Riga, 2004;
o Andzans, A. Reihenova, L. Ramana, B. Johannessons “Invariantu metode” — Riga, 1997.
e http://nms.lu.lv/biblioteka/uzdevumu-krajumi/
Uzdevumu krajumu beigas dots uzdevumu sadalijums pa témam, kur var sameklét papildus
uzdevumus par iekrasoSanu.
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