Lidzigi trijsturi

Teorija un piemeri, gatavojoties Novada matematikas olimpiadei 2025./2026. macibu gada

Olimpiades uzdevumu komplekta katrai klasu grupai tiek ieklauts algebras, geometrijas, kombinatorikas un
skaitju teorijas uzdevums. Sogad Novada matematikas olimpiadé geometrijas uzdevums 9.-12. klasei bus par

temu “Lidzigi trijsturs”.

Divus trijstiirus sauc par lidzigiem, ja to atbilstosas malas ir proporcionalas un atbilstosie lenki ir vienadi.

Ja trijsturis ABC ir Iidzigs trijsturim A, B1Cq, tad raksta AABC ~ AA;B1CY.

Piezime. Pierakstot trijsturu lidzibu, jaievéro arl burtu seciba! Vienadiem lenkiem atbilst vienadi burti!

Ja AABC ~ AAlBlCl, tad

o A= <IA1;
o (B = <[Bl;
o <(C = <ICl;
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Lai noteiktu, vai trijsturi ir lidzigi, nav jazina visu malu garumus vai visu lenku lielumus, to var izdarit

vienkarsak, izmantojot trijsturu lidzibas pazimes.

Lidzigu trijstiru pazimes

Pazime

Ilustracija

"mmm” — divi trijsturi ir Iidzigi, ja viena trijstura
tr1s malas ir attiecigi proporcionalas ar otra trijstira
trim malam

"mlm” — divi trijstri ir Iidzigi, ja viena trijsttra
divas malas ir proporcionalas otra trijstura divam
malam un lenki starp tam ir vienadi

"11” — divi trijsturi ir Iidzigi, ja viena trijstura divi
lenki ir attiecigi vienadi ar otra trijstira diviem
lenkiem

Risinot uzdevumus, kuros lieto trijstiru lidzibu, vispirms japarliecinas, vai trijsttiri ir Iidzigi. Ja lidziba nav
dota, tad ta ir japierada - noradot lidzibas pazimi un atbilstoSos elementus.

Teorema. Taisne, kas krusto divas trijstiira malas un ir paralela tresajai malai, atsSkel trijsturi, kas ir

lidzigs dotajam trijsturim.



Lidzibas koeficients

Skaitli k, kas ir vienads ar trijsturu atbilstoso malu attiecibu, sauc par trijsturu lidzibas koeficientu.

Lidzigu trijsturu perimetru attieciba ir vienada ar atbilstoso malu attiecibu (lidzibas koeficientu k ), t.i., ja
NABC ~ AAlBlCl, tad
AB P(ABC)

AlBl o P(AlBlCl)
Lidzigu trijsturu laukumu attieciba ir vienada ar atbilstoso trijstira malu attiecibas kvadratu (lidzibas
koeficienta kvadratu k2 ), t. i., ja AABC ~ AA;B;C, tad

AB \*  S(ABC) 2
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Lidzigu trijstiru atbilstoso bisektrisu, medianu, vidusliniju un citu atbilstoSo nogrieznu garumu attieciba ir
vienada ar So trijsturu lidzibas koeficientu k.

Taisnlenka trijsturis

Eiklida teorema. Taisnlenka trijstura katete ir videjais proporcionalais starp hipotentizu un §is katetes
projekciju uz hipotentizas.

Taisnlenka trijstura augstums, kas novilkts no taisna lenka virsotnes, ir videjais proporcionalais starp katesu
projekcijam uz hipotentizas.

Dots: AABC, <C = 90°

h. — augstums, kas novilkts pret hipotentizu
b. — malas b projekcija uz malu ¢

a. — malas a projekcija uz malu ¢

&

Japierada: a
b=+/c-b., a=./c-a., h=+a:b.
C A

Pieradijums. levérojam, ka AABC ~ AACD ~ ACBD péc pazimes ¢/, jo <BCA=<CDA =<BDC =
90° un <BAC = <CAD = 90° — <ABC = <BCD.
Lidzigu trijsturu atbilstosas malas ir proporcionalas, tapéec

AD AC be _ b — +/c-
AC T AB = b — ¢ = b=+ bc
BD __ BC ac __ a _
BC=AB — o —¢ T a=ycac
AD D be he

~ = = = h =+acb.

Teorema pieradita.
Teoremas pieradijuma tika izmantots fakts, ko dazreiz ir izdevigi lietot uzdevumu risinasana:

No taisnlenka trijstura taisna lenka virsotnes novilktais augstums h. sadala trijsturi divos taisnlenka tri-
jsturos, kas ir lidzigi sava starpa un ir Iidzigi dotajam trijsturim.



Taisnlenka trijsturu lidzibas pazimes

Pazime Ilustracija

Ja viena taisnlenka trijstura Saurais lenkis ir vienads
ar otra taisnlenka trijstura Sauro lenki, tad abi tri-
jsturi ir Iidzigi.

Ja viena taisnlenka trijstiira katetes ir proporcionalas
otra taisnlenka trijstura katetem, tad abi trijsturi ir
lidz1gi.

Ja viena taisnlepka trijstura katete un hipotentiza
ir proporcionala otra taisnlenka trijstura katetei un
hipotentizai, tad abi trijsturi ir lidzigi.

Trijstura viduslinija

Nogriezni, kas savieno trijstura divu malu viduspunktus, sauc par trijstira vidushniju.

Vidushnijas 1pasibas:
e trijstura viduslinija ir paralela vienai no trijstura malam;
e trijstura viduslinijas garums ir vienads ar pusi no tai paralelas trijstura malas garuma;

e trijstura viduslinija no dota trijstura atskel trijsturi, kas Iidzigs dotajam trijsturim ar Iidzibas koefi-

cientu k = %

Trijstura bisektrises 1pasiba

Teorema. Trijstura lenka bisektrise sadala pretejo malu nogrieznos, kas proporcionali to attiecigajam
piemalam.

Ja ir dots trijsturis ABC un BD ir lenka B bisektrise, tad
AD AB
DC  BC’

1 Ipasiba var noderet, meklejot malu attiecibas, lai atrastu Iidzigus trijsturus.



Uzdevumu piemeri

Uz paralelograma ABC'D malam AB un BC' atlikti attiecigi punkti L un K; taisne AK krusto taisni
DC punkta M, taisne C'L krusto taisni DA punkta N. Pieradit, ka AABK ~ ACBL, ja dots, ka
<CND = <AMD'!

Atrisinajums. Ievero, ka <CND = <BCL ka ieksgjie skerslenki pie paralélam taisnem AD un BC
lidzigi iegust <BAK = <AMD. No dota tad izriet <BAK = <AMD = <«CND = «BCL. Tatad
AABK ~ ACBL péc pazimes ¢, jo <ABK abos trijsturos ir kopigs, bet <BCL = <BAK péc pieradita.

M

1.att.

Uz trijstura ABC malam AB un BC nemti attiecigi punkti D un E. Dots, ka <BAE = <BCD. Pieradit,
ka trijsturi ABC un BED ir lidzigi!

Atrisinajums. Ta ka <ABC ir kopigs un <BAFE = <BCD pec dota, trijstiri ABE un CBD ir lidzigi
péc pazimes ¢¢. Tatad So trijstiru atbilstosas malas ir proporcionalas: gg = %. Tacu tagad redzam, ka
trijsturi ABC un EBD ir lidzigi péc pazimes mfm, jo lenkis <ABC ir abiem trijsturiem kopigs, bet tam

; &z ; o =1... BD _ BE
piegulosas malas ir proporcionalas: & = Z5-

2.att.

Vai jebkuru taisnstiiri jebkurai naturalai n(n > 2) vertibai var sagriezt n savstarpeji lidzigos trijstiiros?

Atrisinajums. Taisnstiira diagonale sadala taisnsttiri divos vienados taisnlenka trijsttiros. Pieradisim, ka
patvaligu taisnlenka trijstuiri var sagriezt divos trijstiiros, kas katrs ir Iidzigs sakotnejam trijstirim.
Ja taisnais lenkis ir <ACB (skat. 3.att.), tad no ta velk perpendikulu C'D pret hipotentizu AB. Trijsturi

3.att.

ABC,ACD un CBD ir lidzigi pec pazimes ¢4, jo

e <ACB = <ADC = <CDB = 90°;

o <CBA=<DCA=<DBC = qa.
Tas nozime, ka, novelkot perpendikulu no taisna lenka virsotnes, sakotnéjais trijsturis tiek sadalits divos tam

lidzigos trijstiiros. Turpinot tada pat veida dalit ieglitos taisnlenka trijstiirus, prasito taisnstiira sadalijumu
var atrast jebkurai naturalai n(n > 2) vertibai.



Uz trijstira ABC malam AC un BC' atlikti attiecigi punkti M un K. Nogriezni AK un BM krustojas
punkta O. Aprekinat trijstira ABC' laukumu, ja Sap0 = Spxo = 8 un Sk o = 4.

Atrisinajums. Ta ka Sayx = Spux = 8+ 4 = 12 (skat. 4.att.) un mala M K ir kopiga, tad So trijstiru
augstumi, kas novilkti attiecigi no virsotnem A un B, ir vienadi. Lidz ar to secinam, ka MK|AB un
ANAOB ~ ANKOM péc pazimes /.
Teverojam, ka

8 _ Sano %AO'hAO AO

4 Somkx iOK-hox OK

Tatad 52 = 52 =2 un Saop = 4Smox = 16 un Sayxp =4+2-8+ 16 =36. Taka AB = 2MK un
AB”MK, tad Sapc = 4Spmck un ieglistam vienadibu Sypc = 4 (SABC — SAMKB) jeb Sapc = 4Sapc —
4 - 36, no ka aprekinam, ka Sagc = 48.

Piezime. Var ieverot, ka M K ir trijstuira ABC' viduslmija.

4.att.

Dots vienadsanu trijsturis ABC, kuram AB = AC un <BAC < 60°. Rinka linija, kuras centrs ir punkta B
un radiuss BC, krusto trijstira malas AC un AB attiecigi punktos D (kas nesakrit ar C' ) un E. Pieradit,
ka AD < 2AFE.
Atrisinajums. Trijstiri ABC un BCD ir vienadsanu trijsturi ( AB = AC péc dota un BC = BD ka
radiusi), turklat lengki pie pamata abiem trijsturiem ir vienadi ( <ACB ir kopigs abiem trijstiiriem, skat. 5.
att.). Tatad ABCD ~ AABC péc pazimes ¢£. Lidzigos trijstiiros atbilstoso malu garumi ir proporcionali,
tapec

AB BC AE+ EB BC

BC DC T BC  AE+EB-AD

(AE+ EB)(AE + EB — AD) = BC?

Ta ka BC = EB ka radiusi, tad

AE? +2AF - BC + BC? — AD - AE — AD - BC = B(C?
AE? + 2AE - BC = AD(AE + BC)
2AF(AE + BC) — AE? = AD(AE + BC)

Dalot abas vienadibas puses ar (AE + BC), iegustam, ka

AD = 2AE _AE® = AD < 2AE
= AE 1 BC . 5.att.



Uz taisnlenka trijstira AC B hipotentizas AB atlikts punkts O, kas ir centrs rinka linijai ar radiusu 3, kura
pieskaras abam katetem. Aprekinat trijstura AC'B laukumu, ja OB = 5.

Atrisinajums. Punktus, kur rinka linijas radiuss pieskaras katetem, apzimesim ar M un N (skat. 6. att.).
Ta ka radiuss ir perpendikulars pieskarei, tad trijsturis OM B ir taisnlenka trijsturis. Péc Pitagora teorémas
MB =+OB2 - MO? = /25 -9 =4 cm.

Ta ka radiusi ir perpendikulari pieskarem un trijsturis ACB ir taisnlenka, tad ¢etrstura ONCM tris lenki
ir taisni <NCM = <CNO = <CMO = 90°. Cetrstira ONCM divas blakusmalas ir vienadas ON = OM
ka radiusi, tapec cetrsturis ONCM ir kvadrats un MC = OM =3 cm,CB = BM + MC =7 cm.
Teverojam, ka AOMB ~ AACB péc pazimes ¢/, jo <B ir kopigs un <OMB = <ACB = 90°. Tad

3—]\04 = 1611337 no ka iegustam, ka AC = O%‘EB = 37'7 = 5,25 cm. Lidz ar to Sacr = AC‘éﬁ = 18% cm?.

6.att.

Dots vienadsanu trijsturis ABC, kuram AB = AC un <BAC < 60°. Rinka linija, kuras centrs ir punkta

B un radiuss BC, krusto trijstira malas AC' un AB attiecigi punktos D un E. Aprekinat g—g, ja % = %

Atrisinajums. Apziméjam AE = 2z un EB = BD = BC = 5z. Tad AB = AC = 7z. Trijsturi ABC
un BCD ir vienadsanu trijsttri ( AB = AC péc dota un BC = BD ka radiusi), turklat lenti pie pamata
abiem trijsturiem ir vienadi ( <ACB ir kopigs abiem trijstiiriem, skat. 7. att.). Tatad ABCD ~ AABC
péc pazimes /£.

Lidzigos trijs‘mfuros2 atbilstoSo malu garumi ir proporcionali, tapec % = g—g un Iidz ar to ieglstam, ka
— Bc? _ (52)° _ 25z Ty — 7y — 25w _ 24w . AD _ 24
DC = T = = = =*. Tatad AD =Tz 2f= = un 55 = 5=-

A

ED

7.att.



