INVARIANTU METODE

Teorija un pieméri 5.-12. klasei, gatavojoties Atklatajai matematikas olimpiéddei 2021./2022. m. g.

Invariants — tas, kas paliek nemainigs (kada noris€, kados apstaklos).

Pieméram,

e masinas brauksSanas atrums visa cela posma nav nemainigs lielums, jo, uzsakot T
braucienu, tas atrums ir nulle, bet kaut kada cela posma tas ir nemainigs jeb invariants;

e pulkstena raditaja spica gala attalums lidz centram, kur tas ir piestiprinats, ir nemainigs \\. J)
jeb invariants, bet spica gala attalums lidz skaitlim 12, pulkstena raditajiem kustoties, :
nav nemainigs.

Invariantu metode biezi ir lietojama tadu uzdevumu risinasana, kuros tiek aplUkots kads
process — noteiktu darbibu izpilde ar dotajiem lielumiem, un ir japierada, ka no sakotnéjiem datiem
noradito rezultatu NAV iespéjams ieglt. Tad uzdevuma risinajuma var rikoties péc talak aprakstita plana.

Invariantu metode

Atrast piemérotu Tpasibu, kura
1) piemit sakuma dotajiem lielumiem;
2) ir invarianta, tas ir, saglabajas, veicot pielaujamas darbibas;
3) nepiemit tam lielumam, kas batu jaieglst galarezultata.

Invariants atkariba no uzdevuma var bat, pieméram, elementu skaits, summa, starpiba, reizinajums,
paritate (b0t para vai nepara skaitlim), dalamiba ar 3, dalamiba ar 4, periodiskums.

Uzdevumu piemeéri

1. Sakuma bija 10 papira gabali. DaZus no tiem sagrieza vai nu 5, vai 7 dalas. Visus ieglitos gabalus sajauca
un dazus no tiem atkal sagrieza vai nu 5, vai 7 dalas. Vai, tada veida turpinot, var iegit tiesi 999 papira
gabalus?

Atrisinajums. Aplukosim, ka izmainas kopéjais gabalu skaits, atkariba no ta, cik dalas tiek sagriezts

viens gabals.
’ ‘ I:H:H:H:H:I Kopéjais gabalu skaits
Bija 1 gabals leguva 5 gabalus palielinas par 4
’ ‘ I:H:H:H:H:H:H:I Kopéjais gabalu skaits
Bija 1 gabals leguva 7 gabalus palielinas par 6

levérojam, ka sakuma bija doti 10 papira gabali — pdra skaitlis.
Ja papira gabalu sagriez
e 5 dalas, tad kopé€jais gabalu skaits palielinas par 4 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis un
paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, ieglst para skaitli;
e 7 dalas, tad kopéjais gabalu skaits palielinas par 6 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis un
paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, ieglst para skaitli.
Tatad kopéjais papira gabalu skaits vienmér bis para skaitlis. Ta ka 999 ir nepadra skaitlis, tad tiesi 999
papira gabalus ieglt nevarés. Uzdevums atrisinats.
INVARIANTS — kop€jais papira gabalu skaits vienmer ir para skaitlis.



2. Uz tafeles uzraksttti skaitli 1; 2; 3; ...; 10. Viena gajiena var izvéléties jebkurus divus no tiem un abiem
pieskaitit pa vieniniekam. Vai, atkartojot Sadus gajienus, var panakt, lai visi skaitli k|Gtu vienadi?
Atrisinajums. Sakuma doto skaitlu summa ir nepdra skaitlis:

1+24+34+4+5+6+74+8+9+10=55
Katra gajiena, pieskaitot pa vieniniekam diviem skaitliem, visu skaitlu summa palielinas par 2 (par para
skaitli). Pie nepara skait]a pieskaitot para skaitli, ieglist nepdra skaitli. Tatad visu skaitlu summa péc
katra gajiena paliek nepara skaitlis.
Beigas prasits ieglt desmit vienadus skaitlus, bet desmit vienadu skaitlu summa 10 - x ir pdra skaitlis.
Tatad nevar panakt, lai visi skaitli klGtu vienadi. Uzdevums atrisinats.
INVARIANTS — visu skaitlu summa vienmeér ir nepara skaitlis.

3. Pamesta maja dzivo 2016 spoki. Spoku kérajs viena reizé var nokert vai nu tiesi 33, vai tieSi 17 spokus,
bet tad uzreiz uzrodas attiecigi vai nu 48, vai 14 jauni spoki. Vai iespéjams, ka kada bridi $aja maja bas
tiesi viens spoks?

Atrisinajums. Apltkosim, ka izmainas kopéjais spoku skaits, atkariba no ta, cik spoki tiek nokerti.

Noker Uzrodas Kopéjais spoku skaits
33 48 palielinas par 15
17 14 pamazinas par 3

levérojam, ka kopéjais spoku skaits izmainas par skaitli, kas dalas ar 3.

Atceries!
Viens skaitlis dalas ar otru skaitli, ja Sos skait|us var izdalit bez atlikuma.

Sakuma bija 2016 spoki — skaitlis, kas dalas ar 3, jo skaitla 2016 ciparu summair2+0+1+6 =09,
kas dalas ar 3, tatad ari pats skaitlis dalas ar 3.

Ja pie skaitla, kas dalas ar 3, pieskaita vai no ta atnem skaitli, kas dalas ar 3, vienmér iegust skaitli, kas
dalasar 3,jo3k+3m =3 (k +m).

Tatad kopé€jais spoku skaits péc katra kériena dalas ar 3. Ta ka skaitlis 1 nedalas ar 3, tad nav iespéjams,
ka kada bridi maja bds tiesi viens spoks. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — kopéjais spoku skaits vienmér dalas ar 3.

legaume!
Ja uzdevuma ir jautajums ,Vai var...?”, ,Vai iespéjams...?” un atbilde ir
e JA”, tadrisinajuma japarada piemérs, kura visas uzdevuma prasibas ir izpilditas;
e ,NE”, tad ar daZu atsevisku pieméru apskatidanu, kuros neizdodas panakt vélamo, nepietiek, bet ir
vajadzigs pieradijums, kas balstas uz visparigiem spriedumiem, ka tieSam nekada gadijuma prasito
nebus iespéjams ieglt.

Talak dotie piemeéri vairak paredzéti 9.-12. klases skoléniem, bet tos var izmantot ari jaunaku klasu skoléni.

Paritate
Apskatisim uzdevumus, kuru atrisinaSanas pamata ir viens apsvérums — “bit para vai nepara skaitlim”.
4. Kvadrats sastav no 4 x 4 ratinam. Cetras ritinas nokrasotas melnas ta, ka katrd rindina un katra
kolonna ir tieSi viena melna ritina. Viena gajiena atlauts izvéléties vienu rindinu vai vienu kolonnu un
mainit taja krasojumu uz pretéjo — melnas rutinas parkrasot baltas, bet baltas — melnas. Vai var
gadtties, ka kvadrata paliek tieSi 3 melnas ritinas?
Atrisinajums. Uzdevuma risinajuma gan rindinas, gan kolonnas sauksim par linijam.
Pienemsim, ka kada gajiena tiek izmaintts rdtinu krasojums Iinija t. Tabula apskatisim, ka gajiena
rezultata mainas melno ratinu skaits linija t un ari visa kvadrata.
Apskatisim visus gadijumus, ka var izvietot melnas ritinas uz linijas t:



Melno ratinu skaits Melno ritinu skaits Melno ratinu skaita

[Tnija t pirms gajiena linija t péc gajiena izmaina (starpiba)
4 0 —4
3 1 -2
2 2 0
1 3 +2
0 4 +4

Secinam, ka jebkura gajiena rezultata melno ratinu skaits kvadrata mainas par para skaitli. Ta ka
uzdevuma sakuma ir 4 melnas ratinas (para skaitlis), tad melno rdtinu skaits nevar k|Gt vienads ar 3
(nepara skaitlis). Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — melno ratinu skaits ir para skaitlis.

. Uz tafeles rinda uzrakstiti skaitli 1, 2, 3, ..., 2014. Viena gajiena atlauts nodzeést jebkurus divus blakus
esosus skaitJus un to vieta uzrakstit So skait/u starpibu. Vai iespéjams, ka, veicot atlautos gajienus, uz
tafeles paliek tikai viens vienigs skaitlis 0?

Atrisinajums. Izmantojot aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu, aprékinam uz tafeles

uzraksttto skaitlu summu:

(1+2014)-2014
142+-+2014= > =2015-1007

St summa ir nepara skaitlis.

Ja tiek nodzésti divi blakus esosi skaitli a un b, a > b, un to vieta uzrakstita o skaitJu starpiba (a — b),
tad uz tafeles uzrakstito skaitju summa samazinas par (a +b) —(a—b) =a+b—a+ b = 2b, tas
ir, par para skaitli.

Ja visu sakuma doto skaitlu summa ir NEPARA skaitlis, bet, nodzé$ot divus blakus eso3us skaitlus, uz
tafeles uzrakstito skaitlu summa samazinas par para skaitli, tad, katrreiz atnemot no nepara skaitja
para skaitli, ieglsim NEPARA skaitli. Lidz ar to skaitli 0 nevar iegit, jo nulle ir para skaitlis. Uzdevums
atrisinats.

INVARIANTS — skaitlu summa ir nepara skaitlis.

. Uz displeja ekrana uzrakstita burtu virkne XXOXOO. Burtu grupu XO var aizstat ar OOXXOO, bet burtu
grupu OOX var aizstat ar burtu X. Vai, izpildot Sadas operacijas, var iegut burtu virkni
OXOXOXOXOX0OX0x0?

Atrisinajums. Aplakosim burtu X un burtu O skaita starpibu.

Sakuma virkné 31 burtu skaita starpiba ir nulle, bet beigu virkné ta ir (—1).

Izdarot pirma veida aizvietoSanu, $1 starpiba samazinas par 2, bet, izdarot otra veida aizvietosanu, ta
palielinas par 2 (skat. tabulu).

Pirms aizvietoSanas P&c aizvietoSanas
X skaits O skaits Xun O X skaits O skaits Xun O Starpibas
skaita skaita izmaina
starpiba starpiba
XO->00XX00 1 1 0 2 4 -2 -2
O0OX->X 1 2 -1 1 0 1 +2

Redzam, ka ar katru pielaujamo operaciju starpiba starp burtu O skaitu un burtu X skaitu mainas par
para skaitli. Ta ka sakotnéja burtu virkné i starpiba ir nulle (para skaitlis), tad ta nevar beigu virkné klat
vienada ar nepara skaitli (—1). Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — X un O skaita starpiba virknés, ko var iegtt uz ekrana, ir para skaitlis.



Dalamiba un specifiskas atlikumu vértibas
DaZreiz par invarianto TpaSibu var izvéléties, pieméram, 1pasibu “dalities ar 3”, “dalot ar 3, dot
atlikumu 1”7, “dalot ar 3, dot atlikumu 2”, “daltties ar 4” utt.

7.

legaume!
Dalamibas pazimes:

e skaitlis dalas ar 2 (vai 5), ja tas beidzas ar para ciparu (ar 0 vai 5);

o skaitlis dalas ar 3 (vai 9), ja ta ciparu summa dalas ar 3 (vai 9);

o skaitlis dalas ar 11, ja ta ciparu summas, kas atrodas para pozicijas, un ciparu summas, kas atrodas
nepara pozicijas, starpiba dalas ar 11.

Atlikums, ko ieglst, dalot naturalu skaitli ar 3 (vai 9), ir vienads ar atlikumu, ko iegist, dalot ar 3 (vai 9) Si
skaitla ciparu summu.

Ar naturalu skaitli drikst izdarit Sadas operacijas:

a) reizinat ar 2;

b) dalit ar 2, ja skaitlis ir para skaitlis;

c) pierakstit gala to pasu skaitli (pieméram, ar So operaciju no skaitla 2015 var iegit skaitli 20152015).
Vai ar $im operacijam, izdarot tas vairakas reizes, no skaitla 24 var iegut skaitli 20157

Atrisinajums. Izpétisim vispirms abus skait|us: doto un to, kuru jaiegist. Skaitlim 24 izpildas Tpasiba
“dalas ar 3”, bet skaitlim 2015 Si1pasSiba nepiemit.

Pieradisim: ja kads skaitlis dalas ar 3, tad skaitlis, kas no ta tiek iegtts ar $aja uzdevuma pielaujamajam
operacijam, ari dalisies ar 3. Tiesam:

a) jan dalas ar 3, tad ari 2n dalas ar 3,

b) ja para skaitlis 2n dalas ar 3, tad n dalas ar 3,

c) apgalvojums par treSo operaciju izriet no dalamibas pazimes ar 3. Ja skaitla 1 ciparu summa dalas
ar 3, tad ari jauniegta skait|a nn ciparu summa dalas ar 3, jo ta ir divreiz lielaka neka sakotnéja skaitla
7 ciparu summa. Tatad art pats jauniegitais skaitlis nn dalas ar 3.

Ta ka uzdevuma dotais skaitlis 24 dalas ar 3, tad ari skaitli, kurus var iegt no 24, dalas ar 3. Bet skaitlis
2015 ar 3 nedalas, tatad ar uzdevuma dotajam operacijam skaitli 2015 nevareés iegut. Uzdevums
atrisinats. INVARIANTS — visi iegltie skaitli dalas ar 3.

Uz tafeles ir uzrakstiti cipari 2, 3, 4, 5. Atlauts izvéléties daZus no tiem un sastadit no tiem skaitli A.
Péec tam skaitli A reizina ar 13, un ciparus, kurus iegust reizinaSanas rezultata, uzraksta uz tafeles
izvéléto ciparu vieta. (Pieméram, izvéloties ciparus 2, 3, 4, varam no tiem sastadit skaitli A = 324 un
iegut skaitli 13- A = 13- 324 = 4212, pie tam cipars 2 tiek ieglts divas reizes. Tagad uz tafeles ir
uzrakstiti cipari 1, 2, 2, 4, 5). Vai ar aprakstito operaciju palidzibu var panakt, ka uz tafeles bas
uzrakstiti cipari: 2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7?

Atrisinajums. Izmantosim, ka naturals skaitlis, dalot to ar 3, dod tadu pasu atlikumu, kadu dod st
skait)a ciparu summa, dalot to ar 3.

Ja vienas operacijas izpildes sakuma izvéléto ciparu summa, dalot ar 3, dod atlikumu r, tad tadu pasu
atlikumu r dod art no Siem cipariem izveidotais skaitlis A. Ta ka 134 = A + 124 un 124 dalas ar 3,
tad tadu pasu atlikumu r, dalot ar 3, dod arT jauniegtais skaitlis 13A4; tatad tadu pasu atlikumu r,
dalot ar 3, dod ari to ciparu summa, kurus operacijas izpildes beigas uzraksta uz tafeles sakuma
izvéléto ciparu vieta. Tatad operacijas izpildes gaita nemainas uz tafeles uzrakstito ciparu summas
atlikums, dalot to ar 3.

levérosim, ka sakuma uzrakstrto ciparu summa ir 14, un ta dod atlikumu 2, dalot ar 3. Tatad visam
ciparu virkném, kas paradas uz tafeles, ir atlikums 2, dalot to summu ar 3.

Bet galarezultata prasitas virknes ciparusummair2-(2+34+4+5+6+7) =2-27 = 54; tadod
atlikumu 0, dalot ar 3. Tatad prastto ciparu virkni nevar iegut. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — uz tafeles esoSo ciparu summa, dalot to ar 3, dod atlikumu 2.



Periodiskums

9.

Bezgaligu skaitlu virkni 1; 2; 3; 5; 8; 3; 1; 4;5; 9; 4; 3; 7; 0; 7; 7; ... veido péc $ada likuma: pirmie divi

skaitliir 1 un 2, bet katrs nakamais skaitlis, sakot ar treSo, ir divu ieprieks€jo skaitlu summas pedéjais

cipars. Vai $aja skait|u virkné kaut kur blakus atrodas skaitli 2 un 4?

Atrisinajums. Para skaitJus apzimésim ar p, bet nepara skaitJus — ar n.

levérojam,kan+n=p; n+p=n;, p+n=n; p+p=p.

Ta ka virknes locek|us nosaka divu iepriek$éjo skaitlu summas pédejais cipars, tad ta veidojas Sadi:
nop; MNP NN PN N PN

Saja virkné periodiski atkartojas grupa (n; p; n). Virkné nekur blakus neatrodas divi para skaitli,

tatad Saja virkné nekur blakus neatradisies skaitli 2 un 4. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — virkné periodiski atkartojas grupa (n; p; n).

Sarezgitaki invarianti
10. Rinda uzrakstiti 2015 vieninieki. Atlauts nodzést jebkurus divus uzrakstitus skaitlus a un b un to vieta

Y . LLath . i, . o - . .
uzrakstit vienu jaunu skaitli %. Ta turpina, kamér paliek uzrakstits viens skaitlis. Vai var gadities, ka
tas ir mazaks neka 0,0001?

N . . . e - i, . a+h
Atrisinajums. Pienemsim, ka tiek nodzésti skaitli @ un b un to vieta uzrakstits skaitlis %.

Pieradisim, ka

1 1> 1 1
b axb M
4

tas ir, katra gajiena rezultata visu uzrakstito skaitJu apgriezto lielumu summa nepalielinas.
Veicot ekvivalentus parveidojumus, pakapeniski iegiistam:
a+b 4
>
ab “a+b
(a + b)? = 4ab
a’ + 2ab + b? > 4ab
a’?—2ab+b%>=0
(a—b)2=0
Pedeja nevienadiba ir patiesa, jo izteiksmes kvadrats vienmeér ir nenegativs. Ta ka tika veikti
ekvivalenti parveidojumi, tad ari nevienadiba (1) ir patiesa.

Sakuma visu uzrakstito skaitlu apgriezto lielumu summa ir 2015 % = 2015; tatad ari beigas ta nav
lielaka ka 2015. Ja beigas palikuso vienigo skaitli apziméjam ar x, tad §1 summa iri; tépéci < 2015
unx = L > L

= 2015~ 10000
0,0001. Uzdevums atrisinats.

INVARIANTS — visu ierakstito skaitlu apgriezto lielumu summa vienmeér lielaka vai vienada ar 2015.

= 0,0001. Tatad beigas uz tafeles uzrakstitais skaitlis nevar bt mazaks ka



Par kadu biezi sastopamu klidu
Gadijumos, kad zinams, ka kada Tpasiba piemit sakotnéjam lielumam, saglabajas izpildamo gajienu
rezultata un piemtt arl beigas vajadzigajam rezultatam, tad $i informacija vien vél nelauj secinat, vai
vajadzigais beigu rezultats ieglistams no sakotnéja lieluma, izpildot pielautos gajienus. Tados gadijumos
uzdevuma risinasanai jameklé citi celi — varbat citi invarianti, varblt veids, ka ieglt vajadzigo
galarezultatu, utt.
Ja izdodas atrast Tpasibu, kas

o piemit sakuma dotajiem lielumiem,

o irinvarianta, t.i., saglabajas, veicot pielaujamas operacijas,

o piemtt tiem lielumiem, kuri jaieglist galarezultata,
tad no ta vien vél nevar secinat, ka galarezultata vajadzigos lielumus tieSam varés iegt.

11. Uz tafeles uzrakstits skaitlis 2016. Ar vienu gajienu tam var vai nu pieskaitit 12, vai atnemt 18. Vai,
daudzkart izdarot Sadus gajienus, var iegit skaitli 1000?
Kurs$ no risinajumiem ir pareizs?
Janisa risinajums. Sakuma dotais skaitlis ir para skaitlis. Gan 12, gan 18 art ir para skait|i. Para skaitlim
pieskaitot vai no ta atnemot para skaitli, ieglst para skaitli. Tatad uz tafeles visu laiku paradisies tikai
para skaitli. ArT beigas ieglstamais skaitlis 1000 ir para skaitlis. Tatad to var ieglt ar noraditajam
darbibam.
Péterisa risinajums. Sakuma dotais skaitlis dalas ar 3. Gan 12, gan 18 ar1 dalas ar 3. Ja skaitlim, kas
dalas ar 3, pieskaita vai no ta atnem skaitli, kas dalas ar 3, tad atkal ieglst skaitli, kas dalas ar 3. Tatad
uz tafeles visu laiku paradisies tikai tadi skaitli, kas dalas ar tris. Bet beigas ieglstamais skaitlis 1000
ar 3 nedalas. Tatad to nevar ieglt ar noraditajam darbtbam.

Péterisa spriedums ir pareizs, bet JaniSa spriedums ir kladains.

Janitis sava risinajuma koncentréjas uz pasibu “bit para skaitlim”. Vins atziméjis, ka St 1pasiba piem1t
gan visiem skaitliem, kurus var ieglt, gan ari skaitlim 1000, par kura iegu$anas iespéjam jautats
uzdevuma. Tatad Janitis konstatéjis, ka ar skaitla paritati saistiti apsvérumi netraucé skaitla 1000
ieguSanai. Bet no ta vél neizriet, ka 1000 iegliSanai netraucé nekadi citi apsverumi! GluZi otradi, ka to
sava risinajuma atradis Péteritis, dalamiba ar 3 ir apsvérums, kas parada, ka 1000 ar atlautajiem
gajieniem nevar iegit.

Situacija ir apmeéram tada pati, kada rastos, ja Janitim un Péteritim bitu uzdots noskaidrot, vai celinu
cauri dZzungliem no Mumbo ciema uz Tumbo ciemu neapdraud nekadas briesmas. Janitis, kimiski
analizéjot gaisa sastavu, nek|udigi noskaidro, ka celina tuvuma nav neviena lauvas, un no ta secina,
ka var drosi doties cela. Turpreti Péteritis koncentréjas uz jaguaru meklésanu un konstaté, ka 10
metrus no celina gul vesela jaguaru saime. Kura zéna secinajums ir pareizs, varat saprast pasi.

Avoti

Materiala izstradé izmantota gramata A. Andzans, A. Reihenova, L. Ramana, B. Johannessons “Invariantu
metode” — Riga, 1997. Pieejams: http://nms.lu.lv/wp-content/uploads/2014/05/mat intvarianti.pdf




Uzdevumi treninam

5.-8. klasei

1.

Niknajam jiras laupitajam Smuidrim ir Cetras kaudzes ar zelta monétam. Vin§ mak vienu kaudzi
sadalit 3 vai 5 mazakas kaudzes. Vai, atkartoti izpildot Sadas darbibas, Smuidris varés iegut tiesi 2015
kaudzes, ko pieskirt saviem paligiem?

2. Bagatajai Austrumu princesei Smuidrai zem gultas ir 6 lades. Sakuma ladeés ir attiecigi 1, 5,0, 0, 2, 3
zelta monétas. Katru stundu vina izvélas 2 lades un katra no tam pieliek klat 1 monétu. Vai, atkartoti
izpildot Sadas darbibas, var panakt, ka kada brid1 visas ladés bis vienads skaits monétu?

3. Sensenos laikos saimnieciskajam Gotfridam bija 99 aitas un 21 kamielis, citu majlopu Gotfridam
nebija. Bagdadé par 4 kamieliem preti varéja sanemt 8 aitas, bet Damaska par 5 aitam preti varéja
sanemt 3 kamielus. Vai, atkartoti mainot dzivniekus tikai Sajas divas pilsétas, Gotfrids varéja iegit
tiesi 2015 majlopus?

4. Autoservisa ,Sroting” ir 39 masinas. Naskais Maigonis katra ménes$a 20. datuma vai nu pardod 7
restaurétas masinas un to vieta nopérk 16 vecas masinas, vai ari 19 masinas nodod metallGZnos un
to vieta nopérk 4 vecas masinas. Nekadas citas darbibas, kas maina masinu skaitu, netiek veiktas. Vai
iespéjams, ka ,Srotina” kada ménesa 21. datuma bds tiesi 2015 masinas?

9.-12. klasei

5. Regulara astonstira virsotnés péc kartas uzrakstiti skaitli 7, 15, 3,17, 1, 9, 5, 11. Ar skaitliem atlauts
veikt $adas darbibas:

o pieskaitit kadam skaitlim divus skait|us, kas atrodas blakus virsotnés;
o atnemt no skaitla divkarSotu pretéja virsotné uzrakstito skaitli, ja starpiba ir pozitiva.
Vai, atkartoti izpildot Sis darbibas, var panakt, ka viena no virsotném bus ierakstits skaitlis 2014?

6. Ar naturalu skaitli atlauts veikt Sadas darbibas:

o pieskaitit 6;

o dalit ar 4, ja skaitlis dalas ar 4;

o mainit vietam skait]a ciparus (skaitla sakuma nedrikst atrasties nulle).
Vai, atkartoti izpildot Sis darbibas, no skaitla 30 var iegit skaitli 2015?

7. Viena gajiena no 1. att. dotas figlras var izvéléties jebkuru 2. att. redzamo figlru (figru var ari
pagriezt) un taja ierakstitajiem skaitliem vai nu pieskaitit 1, vai ar atnemt 1. Vai, atkartoti izpildot
sadus gajienus, var panakt, ka visas sunas ir ierakstits skaitlis 2015?

1. att. 2. att.

8. Ar naturalu skaitli atlauts izdarit $adas darbibas:

o pieskaitit skaitlim ta ciparu summuj;
o atnemt no skaitla ta ciparu summu.
Vai, atkartoti izpildot Sis darbibas, no skaitla 139 var iegit skaitli a) 63; b) 193?



Uzdevumu atrisinajumi

1.

Niknajam juras laupitajam Smuidrim ir ¢etras kaudzes ar zelta monétam. Vins mak vienu kaudzi
sadalit 3 vai 5 mazakas kaudzés. Vai, atkartoti izpildot Sadas darbibas, Smuidris varés iegat tiesi 2015
kaudzes, ko pieskirt saviem paligiem?

Atrisinajums. levérojam, ka sakuma bija 4 kaudzes — para skaitlis.

Ja vienu kaudzi sadala

3 dalas, tad kopéjais kaudzZu skaits palielinas par 2 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis un
paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, ieglst para skaitli;

5 dalas, tad kopéjais kaudzZu skaits palielinas par 4 (par para skaitli), tatad tas bija para skaitlis un
paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, ieglst para skaitli.

Tatad kopéjais kaudzu skaits vienmeér bis para skaitlis. Ta ka 2015 ir nepara skaitlis, tad tiesi 2015
kaudzes iegit nevareés.

Bagatajai Austrumu princesei Smuidrai zem gultas ir 6 lades. Sakuma lades ir attiecigi 1, 5,0, 0, 2, 3
zelta monétas. Katru stundu vina izvélas 2 lades un katra no tam pieliek klat 1 monétu. Vai, atkartoti
izpildot $adas darbibas, var panakt, ka kada brid1 visas ladés bis vienads skaits monétu?
Atrisinajums. Sakuma ladés esoSo monétu kopéjais skaits ir nepara skaitlis:

1+54+04+0+2+3=11

Katra stunda, pieliekot pa vienai monétai katra no divam izvélétajam ladém, visu monétu kopéjais
skaits palielinas par 2 (par para skaitli). Pie nepara skaitla pieskaitot para skaitli, ieglst nepara skaitli.
Tatad visu monétu kopéjais skaits péc katras stundas paliek nepara skaitlis.

Beigas prasits ieglt, ka visas ladés ir vienads monétu skaits, bet sesu vienadu skaitlu summa ir para
skaitlis. Tatad nevar panakt, ka visas ladés ir vienads monétu skaits.

Sensenos laikos saimnieciskajam Gotfridam bija 99 aitas un 21 kamielis, citu majlopu Gotfridam
nebija. Bagdadé par 4 kamieliem preti varéja sanemt 8 aitas, bet Damaska par 5 aitam preti varéja
sanemt 3 kamielus. Vai, atkartoti mainot dzivniekus tikai Sajas divas pilsétas, Gotfrids varéja iegut
tiesi 2015 majlopus?

Atrisinajums. levérojam, ka sakuma kopéjais majlopu skaits ir 99 4+ 21 = 120 — para skaitlis.
Aplukojam, ka izmainas kopéjais majlopu skaits, atkariba no ta, kura pilséta notiek maina:
ja par 4 kamieliem preti sanem 8 aitas, tad kopéjais majlopu skaits palielinas par 4 (par para skaitli),
tatad tas bija para skaitlis un paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, ieglst para skaitli;
ja par 5 aitam preti sanem 3 kamielus, tad kopé&jais majlopu skaits samazinas par 2 (par para skaitli),
tatad tas bija para skaitlis un paliek para skaitlis, jo, saskaitot divus para skaitlus, iegst para skaitli.
Tatad kopéjais majlopu skaits vienmér bis para skaitlis. Ta ka 2015 ir nepara skaitlis, tad tiesi 2015
majlopus iegut nevareés.

Autoservisa ,,Sroting” ir 39 masinas. Naskais Maigonis katra ménesa 20. datuma vai nu pardod 7
restaurétas masinas un to vieta nopérk 16 vecas masinas, vai ari 19 masinas nodod metalldZnos un
to vieta nopérk 4 vecas masinas. Nekadas citas darbibas, kas maina masinu skaitu, netiek veiktas. Vai
iesp&jams, ka ,Srotina” kada ménesa 21. datuma bds tie$i 2015 masinas?

Atrisinajums. levérojam, ka sakuma masinu skaits ir 39, kas dalas ar 3.

Aplikosim, ka izmainas kopéjais masinu skaits, atkariba no ta, kuru darbibu Maigonis veic:

o japardod 7 restaurétas masinas un to vieta nopérk 16 vecas masinas, tad kopéjais masinu skaits

palielinas par 9 (par skaitli, kas dalas ar 3);
o ja 19 masinas nodod metalliZnos un to vieta nopérk 4 vecas masinas, tad kopéjais masinu skaits
samazinas par 15 (par skaitli, kas dalas ar 3).

Ja pie skaitla, kas dalas ar 3, pieskaita vai no ta atnem skaitli, kas dalas ar 3, vienmér iegust skaitli, kas
dalasar3,jo3k+3m =3-(k +m).

Tatad kopéjais masinu skaits péc katras darbibas dalas ar 3.

Skait)a 2015 ciparu summair 2 + 0 + 1 + 5 = 8, kas nedalas ar 3, tatad ar1 pats skaitlis 2015 nedalas
ar 3. Tatad nav iespéjams, ka ,,Srotina” kada ménesa 21. datuma bis tiesi 2015 masinas.



Regulara astonstira virsotnés péc kartas uzraksttti skaitli 7, 15, 3, 17, 1, 9, 5, 11. Ar skaitliem atlauts
veikt $adas darbibas:

o pieskaitit kadam skaitlim divus skait|us, kas atrodas blakus virsotnes;

o atnemt no skaitla divkarSotu pretéja virsotné uzrakstito skaitli, ja starpiba ir pozitiva.
Vai, atkartoti izpildot Sis darbibas, var panakt, ka viena no virsotném bls ierakstits
skaitlis 2014?
Atrisinajums. Visi skaitli, kas uzrakstiti regulara astonstira virsotnés, sakuma ir nepara skaitli.
levérojam, ka
1) nepara skaitlim pieskaitot divus nepara skaitlus, ieglist nepara skaitli;
2) no nepara skaitla atnemot divkarSotu nepara skaitli, ieglst nepara skaitli.
Tatad gan péc pirmas, gan péc otras darbibas astonstira virsotné atkal bUs ierakstits nepara skaitlis.
Lidz ar to visi skaitli, kas atrodas astonstira virsotnés, vienmér paliek nepara. Bet skaitlis 2014 ir para
skaitlis, tatad skaitli 2014 ieglt nevarés.
Ar naturalu skaitli atlauts veikt Sadas darbibas:

o pieskaitit 6;

o daltt ar 4, ja skaitlis dalas ar 4;

o mainit vietam skaitla ciparus (skaitla sakuma nedrikst atrasties nulle).
Vai, atkartoti izpildot Sis darbibas, no skaitla 30 var iegit skaitli 2015?
Atrisinajums. Skaitlim 30 izpildas Tpasiba “dalas ar 3”, bet skaitlim 2015 $11pasiba neizpildas.
Pieradisim: ja kads skaitlis dalas ar 3, tad skaitlis, kas no ta tiek ieglts ar uzdevuma dotajam darbibam,
aridalas ar 3.
levérojam, ka

o jaskaitlisn dalas ar 3, tad arT (n 4+ 6) dalas ar 3 (ja katrs saskaitamais dalas ar 3, tad ari summa

dalas ar 3);
o ja para skaitlis 4n dalas ar 3, tad ari skaitlis n dalas ar 3 (n joprojam satur reizinataju 3);
o apgalvojums ,mainit vietam skaitla ciparus” izriet no dalamibas pazimes ar 3 (ja skaitlis n dalas
ar 3, tad ari ta ciparu summa dalas ar 3, bet summa nemainas, ja maina saskaitamo secibu).

Tatad, ja dotais skaitlis dalas ar 3, tad péc atlauto darbibu izpildes arT jauniegitais skaitlis dalisies
ar 3. Skaitlis 2015 ar 3 nedalas, tatad ar atlautajam darbibam skaitli 2015 ieglt nevar.
Viena gajiena no 3. att. dotas figlras var izvéléties jebkuru 4. att. redzamo figru (figru var ari
pagriezt) un taja ierakstitajiem skaitliem vai nu pieskaitit 1, vai arT atnemt 1. Vai, atkartoti izpildot
sadus gajienus, var panakt, ka visas sunas ir ierakstits skaitlis 2015?

3. att. 4. att.

Atrisindjums. Siinas ierakstitie skaitli 1, 2, .., 19 veido aritmétisko progresiju ar diferenci 1.
Izmantojot aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu, aprékinam sakuma sinas ierakstito

skaitlu summu Q1919 _ 190.

Ja katra $0na ir ierakstits skaitlis 2015, tad visu $o skaitlu summa ir 2015 - 19 = 38285.

levérojam, ka péc katra gajiena visu $inas ierakstrtto skaitlu summa vai nu palielinas par 3, vai arl
samazinas par 3. Tas nozimé, ka visu $nas ierakstito skaitlu summas atlikums, dalot ar 3, visu laiku
paliek nemainigs. Sakuma doto skaitlu summa 190, dalot ar 3, dod atlikumu 1, bet beigas
nepiecieSama summa 38285, dalot ar 3, dod atlikumu 2 (skaitla 38285 ciparu summa ir 26 un, dalot
ar 3, ta dod tadu pasu atlikumu, ka skaitli dalot ar 3). Ta ka atlikumi ir dazadi, tad uzdevuma prasitais
nav izpildams, tas ir, nevar panakt, ka katra sGna bdtu ierakstits skaitlis 2015.



8. Ar naturalu skaitli atlauts izdarit $adas darbibas:

o pieskaitit skaitlim ta ciparu summu;
o atnemt no skaitla ta ciparu summu.
Vai, atkartoti izpildot $1s darbibas, no skaitla 139 var iegit skaitli a) 63; b) 193?

Atrisinajums. a) Skaitli 63 var iegit sadi:

-13 -9 -9 -9 -18 -9 -9
139 — 126 >117>108 599 — 81 > 72 —> 63

b) Atlikums, ko iegist, dalot naturalu skaitli ar 9, ir vienads ar atlikumu, ko iegist, dalot ar 9 i skaitla
ciparu summu. Tapéc naturala skaitla un ta ciparu summas starpiba noteikti dalisies ar 9. Kaut vienu
reizi izpildot atnemsanu, visi turpmak ieglistamie skaitli dalisies ar 9.
Ta ka 193 nedalas ar 9, tad skaitli 193 varetu iegut tikai tad, ja skaitlim visu laiku pieskaitis ta ciparu
summu. Tatad skaitli parveidosies sadi:

+13 +8 +7 +14 +10 +11
139 — 152 -5 160 —» 167 — 181 — 191 — 202 — ...
Visi talak ieglstamie skaitli ir lielaki neka 193, tatad skaitli 193 nevarés iegt.



