9.-12. klasei

Nevienadibu pieradisana — nevienadiba starp videjo aritmétisko un vidéjo
geometrisko

Teorija un pieméri, gatavojoties Atklatajai matematikas olimpiddei 2017. gada

Gatavojoties Novada matematikas olimpiadei, tika aplikota metode, ka pieradit nevienadibas, atdalot pilnos
kvadratus. Tomér bieZi vien sareZgitakas nevienadibas neizdodas pieradit izmantojot tikai So panémienu, tapéc ir
lietderigi zinat un prast pielietot citas metodes.

lesp€jams, pati pazistamaka un biezak lietota ir nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko. Biezi
to saisinati apzimé ka A = G (angliski: AM-GM, arithmetic mean - geometric mean).

. = s . . = . —. . a;+ar+-an_1t+a
Definicija. Par n skaitlu a,, a,, ..., a, vidéjo aritmétisko sauc lielumu %

Definicija. Par n nenegativu skaitlu a4, a,, ..., a,, vidéjo geometrisko sauc lielumu Y/a, - a; - ...- a,.

Nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko
Jaaq,ay, ..., a, ir nenegativi skaitli, tad
a1+a2+---+an
n
tas ir, skaitJu vidéjais aritmétiskais ir lielaks vai vienads ar So skaitlu vidéjo geometrisko, turklat vienadiba ir tad un

tikai tad, ja visi skaitli ir vienadi.

Z"al-az-...-an,

Secinajumi
o Jan = 2, tad nevienadiba apgalvo, ka % > \/x_y nenegativiem skaitliem x un y.
o Jan = 3, tad nevienadiba apgalvo, ka x+3ﬂ > 3/xyz nenegativiem skaitliem x, y un z.
o  Da¥reiz novértgjumu ir érti lietot forma a; + a, + -+ a, = n-Yfa; - ay - ... a,.
o  Pozitiviem skaitliem x un y izpildas nevienadiba g +% = 2, tas ir, skaitJa un tam apgriezta skaitla summair
vismaz 2.

o Jaxir pozitivs skaitlis, tad x + i > 2.

Uzdevumu piemeéri

1. Pieradit, ka 3a® + 5h® > 8a3b®, ja a un b — pozitivi skait]i!
Atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko, ieglistam

3a8+5b8 =aB +af+a + b8+ b8+ b8+ b8+ b8 >8-3/aB-aB ad-b8-b8-b8- b8 b8 = 8a3h°.

2. Pieradit, ka a'® — 3a® + a* + 1 > 0, ja a ir nenegativs skaitlis!
Atrisinajums. Pietiek pieradit dotajai nevienadibai ekvivalentu nevienadibu a'* + a* + 1 > 3a®.
No nevienadibas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko izriet vajadzigais:

all+a*+1>3-Yall -a*-1=3-3al5 = 3da5.

3. Pieradit, ka (1 + ab)(1 + ac)(1 + bc) = 8abc, ja a, b un c ir pozitivi skaiti!
Atrisinajums. No nevienadibas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko izriet, ka

1+4+ab>2Vab; 1+ ac>2ac; 1+ bc = 2+/bc.

Sareizinot ieglitas nevienadibas (to drikst darit, jo katras nevienadibas abas puses ir pozitivas), ieglistam

(1 + ab)(1 + ac)(1 + bc) = 2Vab - 2+ac - 2v/bc = 8Vabachc = 8abc.
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4. Pieradtt, ka pozitiviem skaitliem a, b un c izpildas nevienadiba =+ -+ = > .
a b c a+b+c

Atrisinajums. Reizinot abas nevienadibas pusesara + b 4+ ¢ > 0, ieglistam
(a+b+c)(l+l+l> >9
a b ¢/ 7
Novértésim nevienadibas kreisas puses izteiksmi:

1 1 1 a b b c a c
(a+b+c)<—+—+—)=3+(—+—)+(—+—)+(—+—)23+2+2+2=9,
a b c b a c b c a
kas arf bija japierada.
5. Pieradit, ka visiem readliem skaitliem x un y pastav nevienadiba x?y2(x? + y? — 3) > —1.
Atrisinajums. Ja X=0 vai y =0, tad 0 = —1 un nevienadiba ir patiesa.

Jax # 0uny # 0, tad, dalot nevienadibas abas puses ar xzy2 > 0, ieglstam

x24+y?—-3>=-—

xzyz;
> 3.

2 2
x“+y +x2y2

Nevienadibas kreisas puses izteiksmei lietojam nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko

6. Pieréth,kaa—d+L+L+i26,jaa>b>c>d.
a—b b—c c—d

Atrisinajums. Nevienadibas kreisas puses izteiksmei pieskaitam un atnemam vienus un tos pasu saskaitamos un

péc tam lietojam nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko:
1 1 1 1 1
+ + =a—-b+b—-c+c—d+ + +
a—b b—c c—d a—blb—c c—d

=(a-b)+b-c)+(c—-d)+

a—d+

L " a—b+b—10+c—d
(a b)+a_b+(b c)+b_c+(c d)+c_d_2+2+2 6

7. Kadu mazako vértibu var pienemt izteiksme x + Zoxi, jax>0?

Atrisinajums. No nevienadibas starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko izriet, ka

2017 2017
X +T =2 [x-

= 2v2017.

So vértibu izteiksme sasniedz, ja abi saskaitamie ir vienadi, tas ir, x = %jeb x? = 2017 un x = /2017.

levéro! Uzdevuma, kura jaatrod lielaka (mazaka) vértiba, atrisinajumam jasastav no divam dalam:
1) jaatrod vislielaka (vismazaka) vértiba un japarada piemeérs, kura izpildas visas prasibas;
2) japierada, ka lielaku (mazaku) véertibu iegit nevar.
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